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1. 


Auszug eines Schreibens des Herrn Director P. A. 
Hansen an Herrn Professor C. @. J. Jacobi. 








(sotha den 21. November 1850. 


hı Betreff des von mir mit ©, bezeichneten Bogens, über welchen ich 
Ihnen mehrere höchst interessante und lehrreiche Gespräche und Briefe ver- 
danke, bin ich endlich auf folgende Betrachtungen gekommen, von welchen 
ich glaube. dafs sie die Sache klar machen. 


Ich fange bei dem Satze an, den ich in der Ihnen handschriftlich mit- 
getheilten Abhandlung den zweeten nenne. Diesen habe ich, wie Sie wissen. 
bisher wie folgt ausgesprochen: 


„Wenn Z eine Function blofs von den auf feste rechtwinkliche Achsen 
„bezogenen Coordinaten &, y, & eines Planeten oder Satelliten ist, und 7 die 
„Function bedeutet, in die Z, übergeht. wenn man darin 7 statt # substituirt. 
„in so fern die Zeit / nicht in den, in den Ausdrücken für x, y, & enthaltenen 
„veränderlichen willkürlichen Constanten vorkommt, dann ist in der gestörten 
„Bewegung, wie in der ungestörten, 

OL OAN 

1-@ 
„wo der Strich über der Function bedeutet, dafs man nach der Differentiation 
„r in f verwandeln soll.” 


Dieser Satz ist einer gröfseren Ausdehnung fähig, die ich, um mög- 
lichst kurz zu sein, mit einer Erklärung einleiten werde, weiche den von 
Ihnen angewandten Terminus technicus betrifft. 


Erklärung. 


„Ideale Coordinaten nenne ich alle Systeme von Coordinaten,, die die 
„Eigenschaft besitzen, dafs ihre ersten Differenliale in Bezug auf die Zeit in 


„der gestörten Bewegung dieselbe Form haben wie in der ungestörten.” 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 1. I 
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Zweiter Satz. 


„Wenn Z eine Function blofs von idealen Coordinaten ist, ohne deren 
„Differentiale oder die veränderlichen willkürlichen Constanten sonst zu ent- 
„halten, und „7 die Function bedeulet (etc. wie oben), dann ist (elc. wie oben) 


AL OAN 
ao) 


Es mufs nun auseinandergesetzt werden, welche Coordinaten 2deale sind. 
Zuvörderst sind die auf feste rechtwinkliche Achsen bezogenen Coordinaten 
©, y, x solche, denn für sie bestehen die folgenden Gleichungen: 


0 — ()ön4 (0b + ete 


(1.) D ==: (= 04 -- (2) 064 etc. 


oa 


0 = (Z) 0a +()0- ec. , 
wo 4a, b, etc. die durch die Integralion der Gleichungen der ungeslörlen Be- 
wegung eingeführten willkürlichen Constanten bedeuten. Seinun A, Y,Z 
irgend ein andres System von rechtwinklichen Coordinaten, und «, 9, etc. 
die Cosinusse der Winkel, die die Achsen dieser Coordinaten mit denen jener 
machen. dann ist bekanntlich 


| 2 = aÄ+PY-+yZ wd XÄ=ox-toy-+ ) 


’ . ur | .r “ N PER a: Non 0) 
en y=«aA-PYıyZ Y—= Pa+Py+Prz) 8) 
Pe 4 Po a Wr | PR; „ a || af ich u 
w _— U N 2. [? } Ey / Z Z: 2 TC / ) | F EG 


Wären nun «, /, etc. constante Gröfsen. so wäre ohne Weiteres A, Y, Z 
ein System idealer Coordinaten. Nehmen wir aber «, ?, etc. als veränder- 
liche Gröfsen,. und zwar als Functionen der eben genannten willkürlichen Con- 
stanten an. dann werden A, Y, Z nur dann ideale Coordinaten, wenn wir 


die folgenden Bedingungsgleichungen aufstellen: 


0) — ı rain; _ y( Mi - z 0a” 
(4) 10 — »0ß- yöß'+zöß” 
0 es oY- Y öy D% öy". 


Denn vermöge der Gleichungen (1.) und (4.) ist es klar, dafs nun erst die 
ersten Differentiale von (3.) in Bezug auf die Zeit dieselbe Form haben, man 
mag die in. w, y, 2, «, ?, ete. enthaltenen willkürlichen Constanten veränder- 


lich setzen oder nicht. 
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Untersuchen wir die Gleichungen (4.) näher. Substituiren wir in (4.) 


die Gleichungen (3.), und setzen zur Abkürzung , 


| Po6«a + Po«-+ Po" = Col 
(3.) aöy-+aöy' + a"oy" = Böt 
ver +voß-+y"op" = Adt, 
dann gehen, in Folge der bekannten, zwischen «, /, etc. Statt findenden Be- 
dingungsgleichungen, die Gleichungen (4.) in folgende über: 

(6.) 0—CY—-BZ, 0=CXA—-AZ, 0—=BAÄ-AY, 
die aber ersichtlich nur zıwe2 wesentlich von einander verschiedene Gleichun- 
gen bilden. Es ist also jede der Gleichungen (4.) nothwendige Folge der 
beiden andern. 

Da nun jedes bestimmte Coordinatensystem von dre: von einander un- 
abhängigen Gröfsen oder Bedingungen abhängt, so folgt. dafs durch die 
Gleichungen (3.) und (4.) eine (streng unendlich) grofse Anzahl von idealen 
Coordinatensystemen gegeben ist. Da ferner die Veränderlichkeit von «, ?, ete. 
die Veränderlichkeit der Achsen dieser Coordinatensysteme mit sich bringt. so 
beziehen sich alle durch (3.) und (4.) gegebenen idealen Coordinatensysteme 
auf bewegliche Achsen. Ich führe hiebei noch folgenden Satz an: 

„In allen auf bewegliche Achsen bezogenen Systemen idealer Coordi- 
„naten eines Planeten oder Satelliten fällt die instantane Drehungs-Achse stets 
„mit dem Radius-Vector des Planeten oder Satelliten zusammen.” 

Die Cosinusse der Winkel zwischen der instantanen Drehungs - Achse 
und den Achsen der x, y, x sind bekanntlich, resp. 

@aA+3B+7C  wA+ßBtrYC a" A+P"B+y'C 
va+tBRLCH VaTBRLICH YVAHBLCH ’ 
und die Cosinusse der Winkel zwischen dem Radius-Vector und diesen Achsen. 
«aA+PY+yZ «AH YAYyZ a" ft ß" Y+y"Z 
varrrZz var r+Z’ VAR’ +Z) 
Es geben aber die Gleichungen (6.), 


























A NA 
vA+B+CH)  yiA?’+Y?+Z)’ 
B 1 Y 
v(A’+B’+C’)  vyA?+rY?+Z)’ 
Ü Z 








vA’+ B?+0) — VRLIY?HZN’ 
durch deren Substitution in die vorstehenden Ausdrücke der Satz erwiesen ist. 
| ” 
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Um irgend ein auf bewegliche Achsen bezogenes ideales Coordinaten- 
system zu erhalten, dürfen wir dem Vorhergehenden zufolge den Gleichungen (4. ) 
irgend eine willkürliche Bedingung hinzufügen, die nur dadurch beschränkt ist, 
dafs sie den Gleichungen (4.) oder (6.) nicht widersprechen darf. Ich werde 
daher im Folgenden annehmen, dafs für den Ort des Planeten oder Satelliten stets 
Z—0 sei. Hiemit ergeben sich statt (2.) und (3.) die folgenden Gleichungen: 

je — 0 er PY wd X = or-teay-a”z | 


( 6. ) y= a X | 2! 7 Y EN ß 2 4 P'y | i "2 (8.) 
ie an "v_ary u ae a \ 
272% 0 = ys+y'y+y"z 


und statt der Gleichungen u. erhalten wir Ü=0, BX—AY=0,. oder 

welches dasselbe ist *) 

_I40 = Poa- PR P"o«" 

(9.) | Ö [2 , ” 
I0 nat | ne am 


— (aöy-+ ok ab ar )KX— (yop-+Yyop'-+y"op 





Ich werde nun beweisen, dafs v, in der That eine blofse Function der 
idealen Coordinaten A, Y ist. Ich bezeichne, wie Sie wissen, mit öv, den Winkel 
zwischen den. den Zeiten £ und #--©tf entsprechenden Radii-Vectores r und 
r--ör eines Planeten oder Satelliten. Wir haben demzufolge die Gleichung. 


Ba DE, a EA 
Y cd, Tor = OL - OY T02%, 


die leicht in folgende umgewandelt werden kann, 








n. __ Vladyr—yar)’+(y93— z0y)’+ (30x — x02)’). 
A ty 
Die Differentiale von (7.) und (S.) sind in der gestörten wie a Bewegung, 
| oz = «a0oAÄ-+PoNY und 0X = eor-aöy- ya. 
(10) (or = «oA-+P or oY= BörtBöy- King (11.) 
| O2 = «0 X- P'oY 0 = yoa+yoöy-+y"öz! 


Combinirt man diese hen mit den Gleichungen (7.) und (8.). so be- 


kommt man aus den einen, 


zöy—yos = (ef!'— a P)(AOY— 0A) 
yöoz— zöy = (P"— a") A0oY— YoA) 
ZÜXt—-rTOX —= («9 — aß" AcoY-— X. 


*) Lagr unge hat diese Gleichungen nicht bemerkt, denn obgleich er das Coordi- 
natensystem (7.) anwendet, setzt er doch (Meec. anal. Tome II. p. 96) 


Poa-+ H'da'+R"da = 0%. 
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und aus den andern, 


KAOY— YOX = (af! — a P)\(eöy— yoa)+(ep"—a'P')(yoz—zöy) 
+ ("BP — aß" )\(z00 — 202), 


also durch die Elimination von aß'— «pP, etc. 


(KY— YoX) = (zöy—yor)-+(yOz— zOy) + (202 — 202). 
Erwägen wir noch, dafs A’+ Y’—= x’ --y’-+ 2° ist, so geht die obige Glei- 
chung für Ov, in folgende über, 

. XoY— YoA 
Zi ae 


rg SER x*®’1 Y: 9 


wovon. wenn wir die willkürliche Constante — 0 machen, das Integral 


(12) o= ar gr 
ist. Also ®, ist Function blofs der idealen Coordinaten X und Y, und der 


obige zweite Satz findet auf v, Anwendung. 


se 








Ich erlaube mir die weiteren Folgerungen, die ich auf analytischem 
Wege aus den obigen Formeln gezogen habe, hier anzuführen,. da mir nicht 
bekannt ist, dafs sie von irgend einem Ändern gegeben worden wären. 
Lagrange hat schon die Gleichungen (7.) angewandt, aber die Folgerungen, 
die ich hier daraus ziehen werde, finden sich nicht bei ihm. Wegen der Be- 


dingungsgleichung 
0 = aop-+aP'-+a'p" 


giebt die erste Gleichung (9.), nemlich 
| 0 = Poa+P'oa-+P" oa”, 
(13.) die folgende, 
0 = aopß-+ «op +a"oP". 
Diesen kann man zufolge der Gleichungen «da — «da! — «a da" — 0, 
BdB-+PB'dp'--P"dP" = 0, und der zwischen «, P, etc. bestehenden Be- 


dingungsgleichungen,, 








= HR, 0 arte te", 

durch die folgenden Genüge leisten, in denen « und «’ beliebig sind. 
0a = yuoöp, eo =ywög 
0a —= y’uöp, oB—=yu'öy 
0a" = y"uöp, OB" —= yY’u'ög. 
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Um irgend ein auf bewegliche Achsen bezogenes ideales Coordinaten- 
system zu erhalten, dürfen wir dem Vorhergehenden zufolge den Gleichungen (4.) 
irgend eine willkürliche Bedingung hinzufügen, die nur dadurch beschränkt ist. 
dafs sie den Gleichungen (4.) oder (6.) nicht widersprechen darf. Ich werde 
daher im Folgenden annehmen, dafs für den Ort des Planeten oder Satelliten stets 
Z, 0 sei. Hiemit ergeben sich statt (2.) und (3.) die folgenden Gleichungen: 


” — oÄA+ßPY ud X =or-ady-e'z | 


(7.) Mi — «aAÄ+PY Y—=Pa+fPy+P"z (3.) 
zz — a" ÄX -P } D a IRMTTITIFS 


und statt der Gleichungen (6.) erhalten wir Ü=0, BX—-AY=0, oder 


welches dasselbe ist *) 
9.) 10 = Poa- P’öa' + P"öa” 
(9. 10 


— (eöy+aoy Haoy")X 


Imar | „Mn ann 


voß+roöß'-+y"oßp")Y. 








Ich werde nun beweisen, dafs v, in der That eine blofse Function der 
idealen Coordinaten A, Y ist. Ich bezeichne, wie Sie wissen, mit ©v, den Winkel 
zwischen den, den Zeiten £ und #--©Zf entsprechenden Radii- Vectores r und 
r--or eines Planeten oder Satelliten. Wir haben demzufolge die Gleichung. 


ou +ör = 0x2°-0y 


ı ./ 


> I en 2) 
192? 
BER 


die leicht in folgende umgewandelt werden kann, 

v((ecy —yoxr)’+(y03— 20y)’+(20x— x 02)”) 
PER | 

z+y’+2 


Die Dilferentiale von (7.) und (3.) sind in der gestörten wie ungestörlen Bewegung, 








ov, zu 


| oz = a0A-+PoF und 0X = aör-wöy-d'öz 

2 n EN rn BA > r an ur DE a)Ea x | DIR — 

(10.) 12 — «0AÄ-+Pol oY = Por+Plöy-+Pp’oz| (11. 
O2 = «"0AÄ-P"ö} 0 = yoa+yoy-+y"oz! 


Combinirt man diese Gleichungen mit den Gleichungen (7.) und (8.),. so be- 


kommt man aus den einen, 


zöoy—yox = (aP'— a P)(A0oY—- YoÄ) 
yoz— zöy = ((P"— ap) XOY— YoA) 
30x — 20oz —= (dB —ay"XXOoY— Yo), 


*) Lagrange hat diese Gleichungen nicht bemerkt, denn obgleich er das Coordi- 
natensystem (7.) anwendet, setzt er doch (Meec. anal. Tome ll. p. 96) 
Pca-+ B'oa'+P"da = Q%. 
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und aus den andern, 
K0Y— YoX = (aP'— a P)(woy— yoa)+(ep"— a" P')(yöz—zöy) 
+ ("BP — aß" )(z0r — 202), 
also durch die Elimination von ap'— «'P, etc. 


(A0Y— YoÄ) = (zöy—yöor)’-+(yoz— zoöy)- 





Erwägen wir noch, dafs A’+ Y’—= x’ --y’-+ 2° ist, so geht die obige Glei- 
chung für ©v, in folgende über, 
Nu XoY—YoX 
U — Be — ° 
1 x ’+ Y 2 / 
wovon. wenn wir die willkürliche Constante —= 0 machen, das Integral 


’ r 
(12.) v, = arc gr 


ist. Also ®, ist Function blofs der idealen Coordinaten A und Y, und der 
obige zweite Satz findet auf v, Anwendung. 





Ich erlaube mir die weiteren Folgerungen, die ich auf analytischem 
Wege aus den obigen Formeln gezogen habe, hier anzuführen, da mir nicht 
bekannt ist, dafs sie von irgend einem Andern gegeben worden wären. 
Lagrange hat schon die Gleichungen (7.) angewandt, aber die Folgerungen. 
die ich hier daraus ziehen werde, finden sich nicht bei ihm. Wegen der Be- 
dingungsgleichung 
0 = op +aP ap" 
giebt die erste Gleichung (9.), nemlich 
| 0 —= Poa+P'oa-+P" oa", 
(13.) die folgende, 
0 = aoPß-+ «OP +a"oOP". 
Diesen kann man zufolge der Gleichungen «da + «de! — «da — 0. 
Pdß-+-PB'dP'--P"dp" = 0, und der zwischen «, P, etc. bestehenden Be- 


dingungsgleichungen,, 








= HY+Pr-+P"Y", — y-+ay-a'y 
durch die folgenden Genüge leisten, in denen « und «' beliebig sind. 
da = yuöp, OB = yuögy 
0a — yuoöp, oP—=yu'öy 
0a" = y’uöop, oß" = y’wög. 











6 1. Auszug eines Schreibens des Hrn. Director Hansen an Hrn. Prof. Jacobi. 


Um den Buchstaben » und g dieselbe Bedeutung zu geben, die ich denselben 











1 N 
in meinen Abhandlungen beigelegt habe, setze ch u=——. = —, 
| | - 
wodurch sich ergiebt: 
ca = — Ä, op, op —= 2 og 
’ 7 
(14.) An ; no Y 
: c0ouU = — Bu OP; 0 Su2 —0g 
? Y 
eine . öß" —= ög 


Wir erhalten daher geradezu 
— u, We. 
Die zweite Gleichung (9.) kann auch so UTEERNEN werden. 
0 = (yda-+yoa + y’oa')KX+(yoß-+r'oß-+yY"op")Y. 
Substituiren wir die Gleichungen (14.) hierin, so erhalten wir. 
(15.) 0 = Aöp— Yög. 


Betrachten wir nun die zweeten Differentiale der Gleichungen (8.). 
d. i. die ersten der Gleichungen (11.). Diese sind, 


OA — Or - doy-+ «02 -+ 0daor- day - da"öz 
« > gi “5 > a ! m} N? ” 1} GR I. f N Ir R nn : Aa a } [4 Als 

Ü Y = POLTPOYTP 03-7 oPox 108 0OYT op 02% 
— . N)? w v'N? nu: un? En Ar r) Mg N) N a er nn 

0 = yor-+yoy+y 03 0oyor-+oy'öy-+ oy"oz. 


Wegen der Gleichungen (14.) und der letzten Gleichung (11.) gehen die beiden 
ersten vorstehenden sofort in folgende über. 


(16.) 0A= art döy+taörz 
>. 
2 Wr RE) / IR, a | a N? s "m, 
Y = Bla+Pory-+P"öz. 


Die dritte der vorstehenden Gleichungen geht durch die Gleichung (10.) zuerst 
folgende über, 
ER a a m ed men ur se. 1 ea ne 
0=y0 c+yoy+y( 37(a0y+a0y-+a 0 )OA+(POy-+P'öy a'ör)o} 
oder in folgende. 





=yoarrröytros—ydatyöaty" da) A-(Yöß+röp+r"op")oY, 
also erhalten wir vermittelst der Gleichungen Be 


(17) CAp—oYüg = -Y'year+ry+y'öz}. 


Nennen wir nun die Störungsfunction (2, und setzen die Summe der 
Massen der Sonne und des Planeten — 1, dann können wir die Gleichungen 
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für die gestörte Bewegung, wie folgt, darstellen: 
dr ı x -; 


or I” or 


| 


0° / 02 

2 + T € 
2 PO IS lm 

ata=G 


Aber wenn wir hier einen Augenblick Z — 
wir (2 als Function von Ä, Y, Z betrachten und erhalten sofort: 


08 082 „(08 02 
(te Lin, at E- wie (37) 
GRAN; 4 to 02 
Rz =) 2. ) )+B (& er (57) 
082 02 02 
ız JH Y(Z „)- wö A ai (3Z 
Um in den Ausdrücken rechter Hand zu den hier angewandten Coordinaten 
A und Y überzugehen, brauchen wir nur nach den partiellen Differentiatio- 


nen von 2 die Coordinate Z=0 zu machen. 
Durch Hülfe dieser Gleichungen gehen die Gleichungen (16.) in fol- 








ye-yy-y"z setzen, so können 








| 








gende über: 








ur. . aa 
| a I y 7 \aX 
(18.) Raul 

er, Y__ 2) 

ot? Im .T\oY?/? 


die genau dieselbe Form haben, wie die für z und y. Die Gleichung (17.) 
wird ferner, 














OK ar ,nfen 
aa aa TE \DZ 
u; u. op 0q 
und hieraus mittelst (15.), d. i. mittelst ÄAzr— } y = .I: 
oY—YoX o y" 2 
XAoY YoX op ER Y (= 
ot ot 
Ad Y oe Yo. x og a 2 
ET ie u 


Nehmen wir jetzt das aus der Theorie der Veränderung der willkürlichen 
Constanten entspringende Ergebnifs auf, dafs der Planet in jedem Zeittheil- 
chen öf sich nach den Kepplerschen Geseizen in einer. seine wirkliche Bahn 
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oseulirenden Ellipse bewegt. Da zufolge des Obigen die Ebene der X, Y 
stets dureh die Sonne und durch die zwei Örter des Planeten geht, die den 
Zeiten ? und Z--0©f entsprechen, so ist es diese Ebene, in welcher alle oscu- 
lirenden Ellipsen construirt werden müssen. Die Gleichungen (18.) geben 
demzufolge auf bekannte Art, sowohl in der gestörten, wie in der ungestörten 
Bewegung. 

Xör—YoX _ vie) 


ot ey an 








 ) 


wenn «a die halbe grofse Achse, rn die mittlere Bewegung und «e die Ex- 
centrieitäl des Planeten bedeuten. Hiermit wird 


op u: a an 02 
\3. u 4 1 yv(l— e’) F- 








19. € 

(49,) og . an 02 
En 
f3 a v(i—e’) \0Z/’ 


und diese Gleichungen bilden in Verbindung mit den Gleichungen (18.) ein 
vollständiges System von Gleichungen der gestörten Bewegung eines Planeten. 
indem die Örter desselben im Raume durch die vier Gröfsen X, Y, p und 7 
vollständig bestimmt sind. Um dieses zu zeigen, will ich die obigen Glei- 
chungen für die Coordinaten weiter entwickeln. 

Aus der Gleichung (12.) geht hervor, dafs der Winkel (oder Kreis- 
bogen) v®, steis in der Ebene der X, Y liegt und sich von der positiven 
Achse der X bis zum Radius-Vector r erstreckt. Nennen wir daher die wahre 
Anomalie des Planelen f, und den Winkel zwischen der positiven Achse der 
A und dem Perihel X, dann ist, weil die osculirende Ellipse stets in der 
Ebene der A, Y liegt. 

vs =[f+x 

Betrachten wir nun die Verbindung der beweglichen Ebene der XY 
mit der festen der zy, welche letztere sowohl, wie die in derselben liegende 
feste Achse der x, wir im Raume irgendwie gelegen annehmen. Sei 

’ die Neigung der Ebene der ANY gegen die der zy; 

$ in der Ebene der zy der Winkel zwischen der Achse der positiven x 
und dem Theile der Durchschnittslinie der Ebenen der AXY und der 
ey, durch welchen sich der Planet bewegt, wenn die z vom Negativen 
ins Positive übergehen: 


o» in der Ebene der AY der Winkel zwischen dem eben bezeichneten 
Theile derselben Durchschnittslinie und dem Perihel des Planeten. 
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Da nun 
A = rcosv, Y= rsinv, 
so ergiebt sich, wenn 
0 = > A 
den Winkel zwischen der Achse der positiven Ä und jenem Theil der Durch- 
schnittslinie bedeutet. 


@ = 60500084 -- sin o sin #082 
= 0080 sin $®— sin 0.c0s:J cos? 
"= —sin?sino 

PP = sin .c0sF— cos 0 sin 9 cos? 

pP =  sino sin I -—- 0050089 cos? 

P" = sin? coso 

y = sin: sind 

y' — —sin2c0s4F 

y" == cos 2. 


Wenn man diese Ausdrücke in die Gleichungen (X7.) substituirt, und v, und 
o durch die Gleichungen , =f-+z, o=%—w eliminirt, so gehen daraus 
die bekannten allgemeinsten Ausdrücke der Coordinaten x, y, 2 hervor. 
Durch die Gleichungen (14.) hatten wir py=—«a, y=P"; es ist 
daher auch 
p = sSinisino, 9 == Sin2coso, 


oder » der Sinus des Winkels, den die Achse der A, und 4 der Sinus des 
Winkels, den die Achse der Y mit der Ebene der zy macht; p und g liegen 
beide im ersten Quadranten, wenn die Achse der Y sich über und die Achse 
der X sich unter der Ebene der xy befindet. 


Differentiiren wir die obigen Ausdrücke von «, «' 


und «’, indem wir 
o, % und 2 veränderlich setzen, dann ergiebt sich leicht, 


oa = — B00— a0 — y sinoöi 





0a =—_ P' 00 -- 04 0% y sino0?2 


\ 


od" = —P" 00 — y"sinoöt. 
Substituiren wir diese Formeln in die erste Gleichung (9.), nemlich in 
0 = Poa+P'oa + PB" oa", 
so bekommen wir wegen 
a2 1 2m "m___ . at 1 A ! > GENE EEE » 
P+pP"+P"=1, Pr+Pr +P'r =0, uB'— aß =y = cost: 
00 — 008204. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 1. 2 
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Diese Gleichung, die ich früher auf geometrischem Wege abgeleitet habe, ist 
also nothwendige Folge der hier eingeführten Gleichungen (9.). Die beiden 
willkürlichen Constanten o und 9% müssen wegen dieser Gleichung als von 
einander abhängige betrachtet werden; allein es bleiben demungeachtet in den 
obigen Ausdrücken sechs, von einander unabhängige willkürliche Constanten 
übrig. Es enthalten nemlich # und f drei, und zwar die grofse Achse, die 
Excentrieität und die mittlere Anomalie in der Zeitepoche; dazu kommen noch 
die dree unabhängigen willkürlichen Constanten 4%, 0, ?, wofür man auch 
4; P; g wählen kann. 


Ich erwähne noch, dafs die vorstehenden Betrachtungen auch auf die 
Theorie der Rotatlionsbewegung angewandt werden können, und dafs die Dif- 
; 0 op 6% ’ : : ei 
ferentiale =, =, Er mit den in dieser Theorie vorkommenden drei instan- 

© O O 
tanen Drehungsgeschwindigkeiten in engster Beziehung stehen. Auch möchte 
in der allgemeinen Theorie der Curven von doppelter Krümmung das hier 


angewandte Coordinatensystem X, Y von wesentlichem Nutzen sein. 


Die oben angeführten Ausdrücke für «, «', etc. geben leicht: 











=) 1. " un ] ! ® FR ER‘ ER r 2 4 | a 92 m p“ 
a cos (F— 0) + a sin (FF — 6) —= 008° 0 —-sin’o cos? —1 — | 
es g Ä 1+y(1—p’—ı?) 
— a sin (#— 0) —- a 608 (F — 0) = sin 0 c0s 0 (1— cos?) — iin 
N a \ J u 1+y1—p?— MP) 
3 cos (4 — 0) -- P’ sin (F— 6) = sino c0so(1— cos?) — > SEEN 
{ (\ 7 | / \ \ ) 1+ / 2 2 
vi—p»’—q?) 
2 
. " I \ . 9 t 2 ® ı 
— P sin (#9 — 0) -- P’cos($ — 0) = sin?’o + c08’0 cos? —1 — / 


1+ Yd—»’— 4°) 
Die Gleichungen 





p = sinisino, 9 == sin? c0s0 
geben 
yop—pcgy = sin’?öo. 

Es folgt ferner aus 06 = c0s20%, 

u . 1— cosi. sin’ico 

0 (4 — 0) = (1— cos?) 04 = ——— 00 == - 

cos? cos? (1-+-cos;) 
und daher 
7op—pogq 





cosi(1-+-cosi) ’ 
oder wenn man 


$’—0 —= 3— 1-0 — A 
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selzt. 
q OP — p Ö 7 
- TI+yYd-p? — )yi— pP) 


Nennen wir nun die auf der festen Ebene der xy gezählte Länge des 


oA = Ö 3 — 0) = 





Planeten /, und die Breite desselben über dieser Ebene 5, dann ist auch 
— rcosbeosl, y=rcosbsin!, z—rsind, 


und wir ziehen daher aus den vorstehenden Formeln: 











2 . X—qY 2 
bsin!— A) = Y+ ee A In. BEE 
r cosb sin — A) -q a Tamr nun } er wear un. 
) Y—ıY > p2 
ehe BT PO, 2) "UIABBEGIEN. ...7\2 SON 
rcosbcos( = p Emm zu t Iryd-poas 


rsind = 2% — _pXL4gY, 


f: gop—poagq 
1 +yv1—p’— a’) I yA— pP’ — 7’) 


Es zeigt sich hiemit, dafs in der That &, y, z, und also auch der Ort des 
Planeten als Functionen der vier Gröfsen A, Y, p, g betrachtet werden können: 
wie oben behauptet wurde. An die vorstehenden Formeln schliefst sieh die 
merkwürdige Transformation an, die Sie kennen, und von welcher Sie mir 
eine elegante Construction gegeben haben. 


wo 





Da x, y, x als Funclionen von A, Y, p, y betrachtet werden können. 
so kann man auch £2 als Function dieser vier Gröfsen betrachten. Da nun 
? der Winkel zwischen den Achsen der z und der Z ist, so giebt die Gleichung 

— — »X-+-gY schon zu erkennen, dafs 


282 082 02 ‚(02 
ite —) = 0082 i( )» x(2 —c si(=—) 

0Z oq 0Z . op 
ist, welche Gleichungen sich übrigens auch auf andere Arten ableiten lassen. 


Wir erhalten hiermit aus den Gleichungen (19.) die folgenden. 


PP __ an os ), 0 __ an Pr .e) 
r SR - 














au m——— ——— 


a yes are 
die nicht minder wie die kan (19.),. in Verbindung mit (18.) ein 
vollständiges System von Gleichungen der gestörten Bewegung eines Planeten 
oder Satelliten bilden. 


Um nicht zu lang zu werden, schliefse ich hier mit dem lebhaftesten 
Wunsche, Sie bald wieder bei uns zu sehen. 

















2. 


Auszug zweier Schreiben des Professor Jacobi 
an Herrn Director Hansen. 


Berlin, den 15. December 1850. 

Eirauben Sie. dafs ich auf Ihre gütige Mittheilung des leichten und 
eleganten Weges, auf welchem Sie zu einer eigenthümlichen und merkwürdigen 
Form der Störungsgleichungen gelangen, mit einigen Betrachlungen rein formeller 
Art antworte. Sie sollen die ungewöhnliche Bedeutung betreffen, welche 
Lagrange. Sie selbst und andere bisweilen mit den Worten Function und 
slement und den Zeichen der partiellen Differentialquotienten verbinden. 

Veränderliche willkürliche Constanten oder Elemente sind in der 
Theorie der Störungen gewisse Funclionen der Coordinaten, ihrer ersten Dif- 
ferentialquotienten und der Zeit genannt worden, welche in der ungestörten 
elliptischen Bewegung einer willkürlichen Constante gleich werden, oder deren 
Differential durch die Substitution der Differentialgleiehungen des ungestörten 
Problems identisch verschwindet. Diese Funclionen haben die Eigenschaft. 
dafs sie in der gestörten Bewegung von wirklichen Constanten nur um kleine 
Gröfsen von der Ordnung der störenden Kräfte verschieden bleiben. Nennt 
man die Function der Coordinaten, ihrer ersten Differentialquotienten (der 
Componenten der Geschwindigkeit) und der Zeit, welche einem Elemente gleich 
ist. die Bedeutung dieses Elements, so kann man sagen, dals jedes Element 
in der gestörten Bewegung dieselbe Bedeutung wie in der ungestörten hat. 

Da die sechs Elemente denselben Functionen der drei Coordinaten., 
ihrer ersten Dilferentialquotienten und der Zeit im gestörten und ungeslörten 
Problem gleich sind, so sind auch umgekehrt die drei Coordinaten und ihre 


ersten Differenlialquolienten im gestörten wie im ungestörten Problem densel- 
ben Functionen der sechs Elemente und der Zeit gleich. Es folgt hieraus der 
bekannte Satz, der auch wohl zur Definition der veränderlichen Elemente zu 
dienen pflegt, dafs in den ersten Differentialen der Ausdrücke der Coordina- 
ten durch die Elemente und die Zeit der aus der Veränderlichkeit der Ele- 
mente hervorgehende Theil verschwindet. Man erweitert diesen Satz leicht 
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dahin, dafs man von jeder Gleichung zwischen den Coordinaten, den Ele- 
menten und der Zeit, «= 0, welche gleichzeitig im geslörlen wie im unge- 
störten Problem gilt, das erste Differential so nehmen kann, als wären die 
Elemente constant, und dafs in dw der von der Veränderlichkeit der Elemente. so 
weit sie in # exwplicıte vorkommen, herrührende Theil besonders verschwindet. 

Keine Function der Elemente und der Zeit, welche sich nicht auf 
eine Function der Coordinaten und der Zeit (oder auch auf eine wirk- 
liche Constante) reduciren läfst, kann die Kigenschaft der Coordinaten 
haben, dafs ihr erster Differentialquotient im gestörten Problem durch 
dieselbe Function der Elemente und der Zeit ausgedrückt wird, wie im 
ungestlörten. 

Aber Sie haben ja solche Functionen A und Y angegeben. welche 
diese Eigenschaft besitzen, und sich doch auf keine Weise auf Funclionen blofs 
von 2, y, &, £ reduciren lassen. Die Antwort hierauf ist, dafs in Ihren 
Gleichungen , 

X = or-ay-te'z 

Y= Brs-+Py-+p"s, 
die 6 Gröfsen o, P, «' ele. keine Elemente sınd, und daher auch X und Y 
keine Functionen der Klemente und der Zeit sind. Nur die drei Coöffi- 
eienten Y, y, y' sind wirkliche Elemente. 

In den ähnlichen Gleichungen bei ZLagrange sind die Coöfficienten 


> 


o, 9, @, etc. Elemente. Aber dafür finden bei ihm auch nicht die Gleichungen. 
zda-+yde, +zdeo, — 0 
zd3-ydd,+zdß, = 0 
Statt. Es scheint mir, dals Sie Lagrange und Sich selbst Unrecht thun. wenn 
Sie ihm vorwerfen, dafs er die Gleichung, 


nicht hat, und nicht in weitere Entwicklungen eingegangen ist. Diese Glei- 
chung gilt bei ihm eben so wenig, wie die beiden vorhergehenden. Das von 
Ihnen gewählte Coordinatensystem ist von dem seinigen auf das wesentilichste 
verschieden und Ihnen durchaus eigenthümlich, und darum konnte er die aus 
der eigenthümlichen Natur des Ihrigen fliefsenden Folgerungen nicht machen. 

Ihre Aachse ist eine Linie, die in der Bahnebne keine eigene Bewegung hal, 
in derselben fest ist, und sich nur dadurch im Raum fortbewegt, dafs die Bahnebene 
um die verschiednen Radiivecloren pivolirt; während die Xachse bei Lagrange 
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die grofse Achse der veränderlichen Ellipse ist, und ihre eigne Bewegung behält, 
selbst wenn die Ebene der Bahn unverändert bliebe; wie dies bei dem Problem 
der drei Körper in der Ebene der Fall ist. Was bei Ihnen X und Y ist, 
würde, in den ZLagrangeschen Coordinaten ausgedrückt, cosy. A — sing. Y 
und sing. X cosy.Y sein. Der Winkel % ist aber kein Element in der ge- 
wöhnlichen, oben angegebnen Bedeutung. Diese Gröfse läfst sich nicht mittelst 
der blofsen Gleichungen des ungestörten Problems durch die Coordinaten, ihre 
ersien Dilferenlialquolienten und die Zeit ausdrücken; sie hat daher nicht nur 
nicht dieselbe Bedeutung im gestörten wie im ungestörten Problem. sondern 
sie hat vielmehr in der ungestörten Bewegung gar keine Bedeutung. Nur für 
eine ganz individuelle Zeitbestimmung könnte man den Winkel z eine Be- 
ziehung zu den elliplischen Elementen geben, aber dann auch wieder eine 
ganz beliebige. 


Was soll daraus werden, möchte ich fragen, wenn man Gröfsen, wie 
OÖ — /cosid9, 


eine Funetion der Elemente nennen will? Denn man will doch wohl nicht 
blofs sagen, dafs man sie ja nach Integration der Störungsgleichungen so aus- 
drücken kann, denn dies gälte von allen Veränderlichen überhaupt, und wäre 
daher durchaus nichts sagend. Will man o eine Funclion von % allein nen- 


Dr 


co . r. ’ ’ i ' 
nen. wie kann dann —z. eine Function von 2 sein? Sagt man, dals o eine 
ou 


an 


n . .. . c0 . R 
Function von 9 und 2 ist, wie kann dann z = sein. wie doch von Ihnen 


und andern angesetzt wird? Nennt man 
U — /(Ada--Bdb- Cde-- etc.) 


auch dann eine Funclion von a, db, ce ete.,„ wenn der Differentialausdruck nicht 
den Bedingungen der Integrabilität genügt, so hat man Functionen, bei wel- 
chen es nicht mehr gleichgültig ist, in welcher Ordnung man differentiirt, 
sondern es werden im Gegentheil (ohne dafs hier ein Unendlichwerden in’s 
Spiel kommt) die Ausdrücke 





„ou „ oU 
O-z 0- 
: ob 
Ä und — 
ob oa 


in gar keiner Beziehung zu einander stehen. So folgen aus den Gleichungen. 


06 A 
— (0 —. = (082 
be) 0% 3 


( 





’0 
A: 
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die beiden Gleichungen. 


a. 20 3.0 

ot 04 due 
—y 0. zes Zum en BEEED, 
oU ot 


Es hören hier also alle Vorstellungen auf, die man gewöhnlich mit dem Begrifl 
einer Function und partieller Differentialquotienten verbindet. 


Wenn Sie in Ihrem geehrten Schreiben sagen, man könne die Stö- 
rungsfunction (2 als Function der Gröfsen X, #, p, g betrachten, indem die 
Örter des Planeten durch diese vier Gröfsen vollständig bestimmt seien. so ist doch 
anderseits klar, dafs wenn die einer bestimmten Zeit entsprechenden numeri- 
schen Werthe von X, Y, p, g gegeben sind, man nur die Gröfse des Radius- 
vectors, aber nicht seine Lage im Raum kennt. Man kann daher auch nicht 
sagen, dafs die Gröfsen x, y, %, die den Planetenort unmittelbar bestim- 
men, durch die Gröfsen X, Y, p, g ersetzt werden. Man kann sich (2 als 
eine Function der Gröfsen X, Y, p, 9, die in ihrer Form bestimmt wäre. 
was nöthig ist, wenn man sie nach diesen einzelnen Grölsen partiell diffe- 
rentiiren will, gar nicht denken, wenigstens in Folge solcher Gleichungen 
nicht, durch welche 2 als Function dieser Gröfsen bestimmt werden soll. 


Lagrange gebraucht bei einer ähnlichen uneigentlichen Ausdrucksweise 
doch die Vorsicht, solche Integrale, wie Ihr o, nicht geradezu eine Function 
der veränderlichen willkürlichen Constanten zu nennen. Indem er zuerst S. 96 
des 2ten Theils der Mecanique Analytique 

ds —= Pde-- 5, da, + de; 
setzt, warnt er noch gewissermafsen davor, % für eine Funelion der veränder- 
lichen Elemente zu halten, indem er in Parenthese hinzufügt, „ich wende den 
Differentialausdruck dy an, obgleich sein Werth kein vollständiges Differential 
ist”; S. 99 nennt er diesen Differentialausdruck (aber nicht % selber) eine 
Function der veränderlichen Constanten; endlich nennt er auch S. 101 y selbst 
ein Element, und differentiirt S.102 £2 partiell nach y. 





k ; 1 

Es geht aus dem Vorstehenden hervor, dafs das Zeichen 2 bei 
BZ AR Ad2,. | 

Layrange, oder die Zeichen ©. bei Ihnen, eine bestimmte Bedeutung 


haben, welche die Rechnung feststellt, ohne dafs 42 als eine Function von % 
oder von p und g betrachtet werden kann. Weil demnach diese Symbole 
keine wirklichen Differentialquotienten sind, sondern nur conventionellen 
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Sinn und Bedeutung haben. so wird es gut sein. um jedes Mifsverständnifs 
zu vermeiden, diese Bedeulung recht deutlich hervorzuheben. 


In der Form, zu der Sie schliefslich gelangen, ist 2 eine (wirkliche) 
Function der Gröfsen 
nn 3: 9 6 
welche dadurch erhalten wird, dafs man in 2 für x, y, x die Werthe. 


(pcos d+ qsin A) (pX—qY) 


x —= AXcosA1—Y sin 1— — I 
Ir) 





v— XsinA | Wi (psin d—gcos A\(pA—qF) 


1 + y(i -— 9° — pP?) 








 — —(pXÄ—yqY, 


setzt. Diese Funclion wird nach p und g partiell differentürt, als wäre die 
Gröfse ./ eine Function von » und g, was sie nicht ist, indem man über- 


nn n 


. o Y . . rn oA oA . 
einkommt, an die Stelle der in diesem Falle vorkommenden 2 und de die 
) Ol 


(röflsen. 

















7 un. 
i+i—P— ii)’ HAHN P—) 
00 002 a ’ a 
zu selzen, wodurch = und 37 selber Symbole werden für die Gröfsen, 
08 | ie - 
op Ur) 4? 
BR p 82 








og Mair —a) 94 
Man könnte zwar sagen, so ganz convenlionell wäre diese Annahme für die 
en 34 04. | | ” 
Zeichen 2 und Nr nicht, weil, wenn man dieselbe Annahme in dem Dif- 
[erentialausdruck 


DA ‚04 
+; dy 


op oq 





macht. ein Werth herauskommt, welchen dA in dem zu integrirenden System 
Differentialgleichungen wirklich hat. Aber dies kann nur als die Veranlassung 
angesehn werden, die darauf geführt hat, eine solche Symbolik zu wählen, ohne 
dafs sie deshalb den Character einer blofs conventionellen verliert. Man könnte 


mit demselben Rechte (2 auch blofs als Function von X, Y und p betrachten. 
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*) indem dasselbe System Differentialgleichungen auch die Werthe. 














Y dp 
dy — m 
Bas: | wAzpK)e Zul 
ANY PA r Ni 
sieht. und dann würde 0 werden. Man mufs also genau diejenige 
Combinalion des gegebenen Systems Differentialgleichungen bezeichnen, aus 
welcher die Bedeutung der Symbole ar und er entnommen werden soll. 


Nennt man a, d, c etc. diejenigen Funclionen von #, welche den ver- 
änderlichen willkürlichen Constanten gleich sind. so hat die Analysis des 
Siörungsproblems darauf geführt, auch solche Funetionen von ? darin einzu- 
führen. welche einem Integrale. 


/ Ada + Bdb- Ude - ete.. 


gleich sind, in welchem der Ausdruck unter dem Integralzeichen den Bedin- 
sungen der Integrabilität nicht genügt. und welche daher keine Functionen 
von a, db, ce etc. sind. Diese Functionen von / haben mit den veränderlichen 
Constanten die Eigenschaft gemein, dafs sie von einer wirklichen Constante 
nur um eine kleine Gröfse von der Ordnung der störenden Kräfte verschieden 
sind: und wenn A, B, © ete. beliebige Functionen blofs von a, b, © elec. 





sind. welche nicht aufserdem noch 7 enthalten, so kann man ferner sagen, 
dafs sie von veränderlichen Constanten nur um Gröfsen von der zweiten 
Ordnung der störenden Kräfte verschieden sind. Dieser letztere Umstand 
mag wohl dazu beigetragen haben, dafs man diese Funclionen von den ver- 
änderlichen Constanten selber nicht ausdrücklich genug unterschieden hat. Will 
man nun einen Namen für diese Functionen von # haben, so könnte man sie 
uneigentliche, falsche, Pseuwdo-Kilemente, oder auch ?deale Elemente nennen. 
Es frägt sich aber. ob es nicht zweckmäfsig wäre, für alle diese Funetionen 
und für alle Functionen dieser Functionen den Namen Klemente gelten zu 
lassen, da ja auch schon einmal Zagrange den Winkel 7 so genannt hat, 
dagegen sie niemals veränderliche (willkürliche) Constanten oder Functionen 


*) Bis hieher ist von dem leider so früh und schnell dahingeschiedenen Jacobi die 
Correctur des von ihm im Voraus für das Journal bestimmten Manuscripts selbst besorgt 
worden. Die Correctur der hier folgenden Fortsetzung hat Herr Professor Lejeune 
Dirichlei mit dem Herausgeber gemeinschaftlich übernommen. 
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der veränderlichen Constanten zu nennen, und diese letzteren dureh die Be- 
nennung elliptische Klemente zu unterscheiden. 

Auch über die Form der Differentialgleichungen, zu welchen Sie schliels- 
lich gelangen, scheint es nützlich, in einige Erörterungen einzugehen, um ihre 
besondere Natur desto deutlicher hervorzuheben. Es könnte beim ersten An- 
blick scheinen, als wären bei Ihnen die drei Differentialgleichungen 2ter Ord- 
nung des Problems durch zwei Differentialgleichungen 2ter Ordnung und zwei 
Dilferentialgleichungen Iter Ordnung ersetzt worden; was immer verstattet ist. 
Dem ist aber in der That nicht so. Es sind die von Ihnen aufgestellten Dilfe- 
rentialgleichungen gar keine Differentialgleichungen zwischen den Gröfsen X, 
Y, >, g, denn es ist unmöglich, die rechten Seiten Ihrer Gleichungen A, Y, 
p; y ausgedrückt zu denken. Die von Ihnen aufgestellten Differentialgleichun- 
sen sind in der That zwei Differentialgleichungen zweiter und drei Differen- 


ialgleichungen erster Ordnung zwischen den Gröfsen 
> ee 


Ich will, um Ihre Formeln zu commentiren, die Gleichungen hinschreiben, 
wie sie in der gemeinen Bezeichnungsart aussehen würden. Ist nämlich 2 
mittelst Substitution der oben für &, y, & gegebenen Werthe als Function der 
fünf Gröfsen X, Y, p, g, -1 ausgedrückt, so sind Ihre Differentialgleichungen. 
in den gewöhnlichen Zeichen geschrieben, die folgenden: 


le) 























PX, N 088 

7 Zr 3; 

ey, Y __ 82 

u oY 
dp via—p’—p?).dt\, : o O8 p o2) 
” Fans za vier - Pu IH 
a ___M—-H—).di, 4,2 102 | 7 a8) 
en AdY— YadX vd P 9). IF P—) 94) 


dp —pdp 
1» — + Yyl—p’— q’) 
Die vollständige Integration dieses Systems Differentialgleichungen führt szeben 


di = 





von einander unabhängige willkürliche Constanten mit sich, welche sich in den 
Ausdrücken von x, y, z auf sechs reduciren müssen. Damit man deutlich 
sehe, wie dieses geschieht, bemerke ich, dafs aus der Natur dieser Dilleren- 
tialgleichungen folgt, dafs, wenn man mit 


A, Fi, Pı5 91, Aı 
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gewisse Funclionen von # bezeichnet, welche nur sechs wilkürliche Constanten 
enthalten, und A eine szebenie von ihnen unabhängige willkürliche Constante 
bedeutet, die vollständigen Ausdrücke von Ä, Y, p, 4, 1 folgende Form 


annehmen: 
A — c0s4Ä, + sin}, 
Y = cos/iY, —sinAÄ, 
p = 084 pP, -— sinkgqı, 
y = coshy, + Sinkp, 


A — At. 
Substituirt man diese Ausdrücke in die oben durch A, Y, p, g, A ausge- 
drückten Werthe von x, y, x, so verwandeln sie sich in die nämlichen Functio- 
nen von A, Fi, Pı» 91, A, welche sie von X, Y, p, g, A waren, so 
dals ©, y, & Funclionen von Z und sechs willkürlichen Constanten werden. 
indem die szebente i ganz herausgeht. 

Es wird zwar insgemein angenommen, dafs man bei einem vorgelegten 
System Dillerentialgleichungen dahin trachten müsse, die Ordnung des Systems 
zu verringern; wie es z.B. gelungen ist, das Problem der dre: Körper, wel- 
ches ursprünglich von der Integration eines Systems Differentialgleichungen 
von der 1Sten Ordnung abhängt, welche 15 willkürliche Constanten fordert. 
auf ein System Differentialgleichungen von der 6ten Ordnung zurückzuführen, 
dessen vollständige Integration nur sechs willkürliche Constanten fordert. Aber 
andrerseits hat man doch auch schon früher bisweilen kein Bedenken getragen. 
die Ordnung einer gegebenen Differentialgleichung absichtlich sogar zu erhöhen; 
z. B. wenn man sie dadurch lineär machen konnte. In dem vorliegenden 
Störungsproblem kann aber diese Erhöhung der 6ten Ordnung des Syslems 
Differentialgleichungen auf die Tte am allerwenigsten Bedenken erregen, wenn 
man dadurch andere Vortheile erreicht. Denn überall wo bei dem zur ange- 
näherten Integration eines gegebenen Systems Differentialgleichungen einge- 
schlagenen Verfahren, die Annäherung nach den Potenzen einer kleinen Con- 
stante geschieht, welche die Differentialgleichungen selber enthalten, führt man 
eigentlich unendlich viel von einander unabhängige willkürliche Constanten ein. 
indem jede neue Annäherung neue Integrationen fordert, und diese eben so 
viel neue willkürliche Constanten zulassen. So wird es z. B. bei der Integration 
der zwischen den veränderlichen Constanten und der Zeit aufgestellten Diffe- 
rentialgleichungen geschehen, dafs mit jeder höhern Ordnung der störenden 
Masse, aui welche die Annäherung ausgedehnt wird, auch sechs neue will- 


3% 


« 
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kürliche Constanten eintreten; und alle diese willkürlichen Constanten müssen 
sich schliefslich, oder auch bei jedem Stadium der Annäherung, wenn man die 
folgenden Potenzen der störenden Masse vernachlässigt, auf sechs reduciren 
lassen. Man erhält hievon auf folgende Art eine deutliche Vorstellung. Man 
denke sich das Problem absolvirt, und die sechs veränderlichen Constanten 
als Funetionen von /, der kleinen in den Differentialgleichungen vorkommenden 
störenden Masse »» und der sechs willkürlichen Constanten «, db, c etc. aus- 
gedrückt. Setzt man nun 
a — MW+Um-- am -+- etc. 
b —= by +b,m-- b,m? -\- etc. 
elc. elc., 
WO 4, Du, elc.. a,. db, etc. etc. ebenfalls willkürliche Constanten sein können. 
und entwickelt die sechs, den veränderlichen Constanten gleichen Functionen 
von Z nach den Potenzen von m, so treten in diese Entwicklungen mit jeder 
neuen Potenz m’ auch sechs neue willkürliche Constanten «;, b;. c; etc. ein: 
und doch sieht man, dafs sich alle diese willkürlichen Constanten in die sechs. 
a,b, e etc. zusammenziehen lassen. 
Ihre Formeln ergeben, 

ae’ siny sine 
A+yYi—e) 

ae’ cosz sine 
Ityi—e)’ 





X — rcos(f--2) —= acos(e--%) — ae cosy -! 





> z . u. I . | ee, r BR, - f || a \ 2 e.- PER 
Y= rsin(f-+z) = asin(e-- x) — ae sinz 


wo der Winkel « durch die Zeit mittelst der Gleichung 

e— esine — 4? E—c 
bestimmt wird. Bildet man die Differentiale X und dY unter der Voraus- 
setzung. dals «, e, e, y Constanten sind, so haben Sie gezeigt, dafs dieselben 
Ausdrücke von dX und d»F noch immer die Differentiale von A und Y 
bleiben. wenn man für die elliptischen Elemente «, e, ce ihre gestörten Werthe 


und für die von den elliptischen Elementen gänzlich unabhängige Constante z 
eine Function der Zeit setzt, welche = w- [eosi d9 ist. So scheint mir 


am klarsten und einfachsten der schöne und wichtige Salz zusammengefafst 
werden zu können, mit dem Sie die analytische Mechanik bereichert haben, 
und welcher Layrange entgangen ist, obgleich er die Gröfsen rcosf und 


rsin/ nach den Elementen differentiirt, und die Function = w-+feosid4 


eingeführt hat. 
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Was den von mir früher vorgeschlagenen Namen :deale Coordina- 
ten betrifft, so bin ich wieder zweifelhaft geworden, ob überhaupt ein be- 
sonderer Name für die Coordinaten A, Y, Z schon ein Bedürfnifs geworden 
sei, da doch aller Wahrscheinlichkeit nach nur die von Ihnen gemachte An- 
nahme Z=0 in den Anwendungen beibehalten wird, und eine so allgemeine 
Benennung kaum für ein so speeifisches Coordinatensystem passend sein dürfte. 
Es würde vielleicht genügen, hervorzuheben, dafs es auch bewegliche Coor- 
dinatensysteme von der Beschaffenheit giebt. dafs die ersten Differentiale der 
auf dieselben bezogenen Coordinaten allein von der Orts- Änderung des Planeten 
im Raum, und nicht von der Veränderung des Coordinatensystems abhängen. 
Im Allgemeinen werden die ersten Differentiale der auf ein veränderliches 
System bezogenen Coordinaten eines Punets aus den Differentialen. die von 
der Orts-Änderung des Punctes im Raume herrühren, und aus den Differen- 
tialen, die von der Änderung des Coordinatensystems herrühren, durch ein- 
fache Addition zusammengesetzt. Sollen die letziern immer verschwinden. so 
erleiden die Coordinaten des Puncts, wenn derselbe seinen Ort im Raum nich! 
ändert, durch die instanlane Drehung des Systems gar keine Änderung. Die 
instanlane Drehung des Coordinatensystems mufs also so beschaffen sein, dafs 
der unveränderte Ort des Punctes während derselben mit dem Coordinaten- 
system fest verbunden bleiben kann; oder der Radiusvector mufs die inslantane 
Drehungsachse des Coordinatensystems sein. Ganz willkürlich bleibt dabei der 
instantane Drehungswinkel des Systems. Man kann sich dies etwa so vor- 
stellen. Das Coordinatensystem dreht sich zu einer gewissen Zeit Z um den 
Radiusvector mil einer ganz beliebigen Winkelgeschwindigkeit während des 
Zeit-Elements df; nach diesem Zeit-Element geht der Radiusvector in die der 
Zeit £---d! entsprechende Position über, worauf sich das Coordinatensystem 
wieder mit einer beliebigen Winkelgeschwindigkeit während der Zeit dt um 
den neuen Radiusvector dreht, welcher hierauf in seine dritte Lage übergeht. 
und so for. Wenn der willkürliche Drehungswinkel jedesmal dem Neigungs- 
winkel der den Zeiten 2 und / dt entsprechenden Bahnebnen gleich wird. 
so erhält man den von Ihnen behandelten Fall, oder allgemeiner. alle Coor- 
dinatensysteme, welche während der Bewegung mit demjenigen, in welchen 
Z 0, fest verbunden bleiben. Es scheint kaum, dafs irgend eine andere 
Bestimmung des Drehungswinkels als die von Ihnen gewählte von Interesse 
ist. Setzt man mit Ihnen Z=0, X=rcosv,, Y=rsinv,. so ist ©, der 
Winkel des Radiusvectors mit der A'Achse, welcher durch die Drehung der 
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XY Ebene um den Radiusvector keine Änderung erleidet, sondern, da die 
A Achse in der XY Ebene keine eigenthümliche Bewegung haben soll, nur 
durch die Bewegung des Radiusvectors in der XY Ebene eine Veränderung 
erfährt, woraus der von Ihnen auf analytischem Wege bewiesene Satz folgt, dafs 
dv, dem Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Radiivectores gleich ist. 

Schliefslich will ich noch den Beweis des von mir zu Anfang dieses 
Schreibens aufgestellten Satzes hinzufügen. 

Es sei @ eine Funclion von £ und den sechs elliptischen Elementen «, 
bh, ce ete.. von solcher Beschaffenheit, dafs, 


u fa . —— db - na 7, de - + etc. = 
oa ob fe j 


Wenn man die Wierillite schien ausschlielst, welche die besondern stören- 
den Kräfte enthalten. so finden zwischen den Differentialen da, db etc. nur 
die drei folgenden lineären Gleichungen Statt: 








zo da-+ ne db > de + etc. — 0 

oa 3 

MR b zo 

5 da + db + 5-de+ eie. — 0 
da + 3, de+ a ii 

ca E17 


und es mufs daher die vorstehende a wenn sie erfüllt werden soll, 
ohne dafs man dabei auf die Besonderheit der störenden Kräfte Rücksicht 
nimmt, eine Folge dieser drei Gleichungen sein. Damit dies möglich sei, muls 
man miltelst Einführung dreier Factoren Z, M, N folgenden sechs Gleichungen 
Genüge leisten können: 


ou 











| - 0% 
a  E  e 
oa oa Ja 
ou OÖ , aı 0% 
M erg 
ob = a ob 
Ber %c '”7 de 

eic. eic. 


Man denke sich jelzt umgekehrt die Elemente «, 5, ec etc. durch {, x, y, 3, 
Ir i oy s 0% 
— „U == ee 


( 
ot . ot © 








drückt, und die partiellen Differential- 


quotienten dieser Ausdrücke von «, db, e etc. in Bezug auf die Gröfsen «, 
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t 


y,2, ©, y, 2’ gebildet, so wird nach den Regeln der partiellen Differen- 
tialion, wenn 5 und S’ zwei beliebige von den Gröfsen &, y, 2, @', v', 2 
bedeuten, der Ausdruck 


| | og Oec | 
da rar! 
immer verschwinden, aufser wenn $ und 5’ dieselben Gröfsen sind; in welchen 
Falle allein er =1 wird. Es folgen deshalb aus den obigen sechs Gleichungen 


die folgenden drei, 


























ou oda ou ob , ou de „| 

+ ee 4 etc. — 0 
da or ob 0x oe Or |! 

u Fr n N 

ou da , du ob L ou 06 Ei 
oa Oy' ! Ob oy' ! de Sy! ! 

ou ca , Au Ob + au de E 
da O8 1 u de Oz! | 


Aber da eine Function von ?, a,b, c etc. ist, kann man dieselbe auch als 
Funclion von &, y, 2, x, y', 3, f betrachten, und dann werden die vor- 
stehenden Gleichungen: 





ou ou ou 
Fl u 


oder es mufs sich « auf eine Function von x, y, 2%, f reduciren, w. z. b. w. 

Ich will noch bemerken, dafs Sie Ihren zweiten Satz wohl zweckmälsig 
dahin erweitern können, dafs Sie in die Function Z auch 7 aufnehmen. 

Ich bitte Sie, die vorstehenden Zeilen als einen Versuch anzusehen. 
mir die Natur der Störungsgleichungen, zu welchen sie gelangen, in ein recht 
klares Licht zu setzen; und es sollte mich freuen, wenn Sie finden, dafs ich 
ihren Sinn getroffen habe, worüber ich mir bald Ihren mündlichen Bescheid 
erbitten werde. 
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1. 
Berlin, den 20ten Januar 1851. 
Kirlauben Sie. dals ich meinem vorigen Schreiben noch die folgen- 
den Bemerkungen hinzufüge. 


Wenn wieder «#, 5 etc. die veränderlichen willkürlichen Constanten 
da db 
dt’ dt 
durch die drei Störungsgleichungen und die drei Bedingungsgleichungen. 


bedeuten. so sind die Werthe ihrer ersten Differentialquotienten, elc. 








or or 

— da+——db-- etc. = 0 
oa ob 

oy ‚, oy 

— da+ —=db- etc = 0 
oa ob | 

02 0% Ä 

— da-+-— db-- etc = OÖ. 
ou ob 


voegeben. Ist U eine Funetion der veränderlichen willkürlichen Constanten, 








? dU j da db ; ; 

so erhält man —-. wenn man die Werthe von —, —- etc. respective mit 
ot dt dt 
AU dU ie BR 
=, 5 elc. multiplieirt und von den erhaltenen Producten die Summe 
OU OU 
s f ’ ’ " oU U ’ 
bilde. Es kommt hierbei zu Statten. dafs die Factoren —.. 7 etc. in 
O@“ ) 


der ersten Annäherung Constanten werden. Aber ganz derselbe Vortheil findet 
Statt. wenn auch Ü/ keine Function der veränderlichen willkürlichen Constanten 
ist. sondern mit ihnen nur durch eine nicht integrable Differentialgleichung . 


dU —= Ada+Bdb-- etec.. 


verbunden ist. in welcher A, B etc. blofs Functionen von «, 5 etc. sind. 
ohne die Zeit # noch aufserdem explicite zu enthalten. Da nun solche 
Gröfsen €’ ganz auf dieselbe Weise wie die veränderlichen willkürlichen Con- 
stanten selbst erhalten werden. da sie ferner von veränderlichen willkürlichen 
Constanten nur um Gröfsen der ziweifen Ordnung in Bezug auf die störenden 
Massen verschieden sind, und ihre Einführung, wie Sie gezeigt haben, bei den 
anzustellenden Entwicklungen bedeutende Abkürzungen gewährt. so wird es 
jedenfalls gerechtfertigt sein. solche Functionen 


it. Adi + Bdb-- etc.) 


durch einen besondern Namen auszuzeichnen; weshalb ich in einem vorigen 
Schreiben vorgeschlagen habe, auf dieselben die Bezeichnung Klemente aus- 


zudehnen; wie schon Zayrange in Bezug auf den Winkel z gethan hat. Da- 
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gegen werde ich die veränderlichen willkürlichen Constanten selbst, zur näheren 
Unterscheidung, gestörte oder veränderliche elliptische Klemente nennen. 
Denn jene Gröfsen U können nicht als gestörte elliplische Elemente angesehen 
werden, weil die Constanten, auf welche sie sich reduciren, wenn die stören- 
den Kräfte verschwinden, von den willkürlichen Constanten der elliptischen Be- 
wegung in keiner Art abhängen. 

Wenn A, BD etc. auch die Zeit 2 enthalten, so bleibt den Gröfsen 


U — /(Ada-} Bab etc.) 


der Character, dafs sie, wenn die störenden Kräfte verschwinden. wirkliche 
Constanten werden. und immer von wirklichen Constanten nur um Gröfsen 
von der Ordnung der störenden Kräfte verschieden sind. Es dürfte aber 
gleichwohl nicht zweckmäfsig sein, die Benennung Klemente auch auf diesen 
Fall auszudehnen, und werde ich in den folgenden Zeilen nur solche Gröfsen Ü 
Flemente nennen. in welchen A, B etc. blofs Functionen der elliptischen 
Elemente «a, b etc. sind. ohne noch ? zu enthalten, unter diesen Namen aber 
die veränderlichen willkürlichen Constanten oder elliptischen Elemente selbst 
zugleich einbegreifen. 

Ich will jetzt einige Betrachtungen darüber anstellen, wie man Gröfsen 
finden kann, welche der von Ihnen eingeführten ?dealen Coordinate v, ana- 
log sind. 

Ihre ideale Coordinate v, wird erhalten, wenn man von der wahren 
Anomalie f ein Element abzieht: das Wort Klement in der eben angegebenen 
Bedeutung genommen; es ist nämlich in Ihrer Bezeichnung. 

vo, = f—w-— [cos2d). 
Die wahre Anomalie hat daher die merkwürdige Eigenschaft, dafs derjenige 
Theil ihres Differentials, welcher von der Veränderlichkeit der gestörten ellip- 
tischen Elemente herrührt, das Differential eines Elements ist; das heilst, dals 
in demselben die Differentiale der gestörten elliptischen Elemente blofs Func- 
tionen der elliptischen Elemente sind. ohne noch Z zu enthalten. Dies hat 
mich veranlafst. zu untersuchen. ob es noch andere Functlionen der elliptischen 
Elemente und der Zeit giebt. welche die Eigenschaft mit der wahren Ano- 
malie gemein haben. dafs in dem Theil ihres Differentials, welcher von der 
Veränderlichkeit der elliptischen Elemente herrührt, die Coefficienten der Dilfe- 
rentiale der letztern nur Functionen von ihnen sind, ohne noch explicite die 


Zeit zu enthalten. 
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nz 


Es ist vielleicht zweckmäfsig, den Namen 2deale Coordinaten auf alle 


Funetionen von Elementen und der Zeit auszudehnen, in deren erstem Diffe- 
rential der von der Veränderlichkeit der Elemente herrührende Theil für sich 
besonders verschwindet. Um diese Eigenschaft noch auf andere Gröfsen als 
diejenigen, welche sich auf blofse Funclionen von £, y, 2, { redueiren, aus- 
dehnen zu können, war es nöthig, zuvor den Begriff eines Elements auf die 
oben angegebene Art zu verallgemeinern, weil ich in meinem ersten Schreiben 
vezeigl habe, dafs keine andern Functionen der ellöptischen Coordinaten und 
der Zeit existiren, welche ideale Coordinaten in der angegebenen Bedeutung 
sein können. 
Wenn man diese Erweiterungen der Begriffe der Elemente und der 

idealen Coordinaten zuläfst, so kann man die oben gestellte Aufgabe so fassen: 

Functionen der veränderlichen willkürlichen Constanten und der 

Zeil zu finden, welche sich durch blofses Abziehen eines Elements 

in eine ideale Coordinate verwandeln. 

Der Theil von df, welcher von der Veränderlichkeit der elliptischen 
Elemente herrührt. erhält die Form des Differentials eines Elements. 
dw -- cos2d9, 

nur dadurch, dafs man die drei oben angegebenen Bedingungsgleichungen be- 
nutzt. welche zwischen den Differentialen der elliptischen Elemente Statt finden. 
Es wird daher die Aufgabe in ihrer voliständigen Bestimmung so heifsen: 


„Es ist eine Funelion von Z und den sechs veränderlichen willkürlichen 
Constanteu a, db, ce etc. von der Beschaffenheit zu suchen, dafs ihr, in 
Bezug auf die sechs Gröflsen «, 5, e etc. genommenes Differential mit- 


telst der drei Bedingungsgleichungen: 


m 


OxX ı DR ı OX 

—- da -- — db -- — de + etc. — 0 
oa oh ' de 

oYy  0Y ‚ 0Y h 

— da + — db--—-dce-+- eic. — 0 
oa ob de 

0% Or ı 0% 

— da+— db —dc-. etc. —= 0. 
o4 ob ' oc 


in einen Differential- Ausdruck 
Ada + Bdb--Üde-- etc. 


verwandelt werden kann, in welchem A, B, Ü etc. blofs Functionen 
von a, d, ce etc. sind. ohne £ zu enthalten.” 
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Obgleich es mir nicht gelungen ist, diese Aufgabe allgemein zu lösen, so will 


ich Ihnen doch in der Kürze die Betrachtungen, die ich darüber angestellt habe. 
mittheilen. 

Es sei f die gesuchte Function, so mufs es drei soiche Factoren /, 
u, v geben. dals die sechs Ausdrücke, 





ff ..0O2 ı_ 9%, 
Ar A—+1 ——  Vg=- = A 
OB ' Wi’! 
Of sa 1.0 02 
Tri 
ob ob |!" ob ob 


ec. eic., 


von / unabhängig werden. Bezeichnet man mit Lagrange das partiell nach 
{ genommene Differential mit einem Accent, so folgen hieraus die sechs 




















Gleichungen: 
rn ! n N r nn nn 
© OY O2 ı .1 OX ! OY OS 
7... U — + Vv— HN — + uU—+rV— —=0 
oa oa !' da | oa ca !'' 04 ou 
0 5, FEN : > Ge? ; © Zee ;; Een; 
of | a Tue tra ts EB a tr () 
oh oO 35 | ob ob ob '' ob ob 
etc. elc. 


/ ! ’ 


Denkt man sich jetzt f” statt durch £, a, b, e ete. durch /, 2,y,2, #,y,2 
ausgedrückt. so ergeben sich hieraus die folgenden sechs Gleichungen: 














! ! a 
ER we Wi, z - u —=Q\, 2 +v=$U, 
Th oy' 2 
af... of'. af' 
$ —- 4 nn 0. er. _- u nn 0, 4 y' == 0. 
>? a 02 
Es mufs daher f’ den folgenden drei Gleichungen genügen: 
N) Yr ! 8) ' 
Be ; s of nfı d- 2 nyı 
(A) or of or _0Hf O2 BE ; 
En dt or’ "er 2, MM. :. 0 


Wenn E eine Function der veränderlichen willkürlichen Constanten bedeutet, 
und mittelst der Gleichungen der ungestörten Bewegung durch x, y, 2, «', 
y', 2, t ausgedrückt wird, so hat man, wie, glaube ich, Lagrange gezeigt 


hat, die Gleichungen. 











oE oE oE 

d. 5 a, Ben 
Be oE A oE > JE oE 
" or ' Br. oy ? Bene BD ° 


welche von den vorstehenden nur durch die Zeichen der zweiten Glieder ver- 


schieden ist. Dieselbe Analysis, durch welche man diese letzteren Gleichungen 
4 se 
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- 





beweisel, zeigt auch, dafs man den drei Gleichungen (A.) die folgende Form 
voeben kann: 








y 


of" j of' of" 2 of' of" P of' 
Ts, oT, Les 
OX oXx Oy Oy 7% 07 
wo f” das zweite Differential von f nach # bedeutet. Alle Differentiationen 
nach / werden hier im Sinne der ungestörten Bewegung genommen, so dafs 
de dy!' de! 
dt’ dt’ di 








man «a, b etc. dabei als Constanten zu betrachten, oder für 
. , KL A I 8 
die Werthe ri FE EEE substituiren hat. 

Die Gleichungen (A.) müssen erfüllt werden, wenn man für f' die 


wahre Anomalie annimmt. Um diese Verification zu machen, hat man zuerst 


! 


f durch &, y, x, x, y', 2, t auszudrücken, was mittelst der Formel, 


f' Sn r . 





geschieht, wo 
ve u 2 zh um? 
a —= (yE2 —2y) +(232 cz) +(2y —ye) 
ist. Man erhält hieraus, 
































ff 1 de 
or WYa.r: Or 
of __ 1 0a rya 
0X  Ru.r: or ir 
c@ 
de “3 ' N) 
° . Re . KL oa. 
und da « einer willkürlichen Constante gleich, also a =% —=-53 ist: 
; OX 
“Rn 
O 
FB. B 
SE AE r' 0% 1 0@ 
di gt yva.r?: Ox 2ya.r? Ox 
| öf' _. KoSZ zz 
Da dieser Ausdruck =, sein soll, so ist die zu beweisende Gleichung: 
CO 
da ar nm 
und es werden eben so die beiden andern Gleichungen (A.) zu 
de . ., Om 2a 0@ gr, 9@ 2a 
r N rg NY — — a rr ww = 
 ; Di oy 5: 0% 0% r 


Man sieht leicht. dafs diese Gleichungen erfüllt werden, wenn man die Werthe, 





& = r’ (z” 4 y”- z'*) a rr" 
da 
— — 2r(e"--y”--z")—2rrr 
OX 
0@ 


— 2er r? —2rrr' 





ox' 
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und die analogen für en; etc. substituirt. Es ist also die durch die Glei- 
Oy 


chungen (A.) ausgedrückte Eigenschaft von f erwiesen, wenn man für f die 
wahre Anomalie nimmt. 

Man erhält sogleich auch noch einen andern Werth von f”, welcher 
den Gleichungen (A.), 








PR. 1 
"Or of' 
dt - 4 5 


(renüge leistet, wenn man 
1 
BL 
f = Maec+y y+?z2)t 


setzt und die Differentialgleichungen des ungestörten Problems zu Hülfe nimmt. 
Man findet hieraus f selbst auf folgende Art. 
Nennt man 4 die halbe grofse Ache, so folgt aus den Gleichungen 


1 1 
aa +yy+zr)t Er 
„ ‚ 1 
ze" -yy" +27 =—— 
die folgende: 
ä DR | ! ' ) 
f = ac +yy+zrr!+-re"+yy" +22 2) 2: 


woraus man durch Integration 
i st 3 
EEE r ! . #. ut R: ‘ 
[ Da 2(2% +YY 22) da —= ?rr > Ya 
erhält, oder, wenn « die excentrische Anomalie bedeutet, 


st 
f = 5, 7 ?ya.esinu. 


Diese Function wird also die Eigenschaft der wahren Anomalie haben, sich 
durch blofses Abziehen eines Elements in eine ideale Coordinate zu ver- 
wandeln. Das abzuziehende Element findet man auf folgende Art. 

Bezeichnet man die Differentiationen nach den veränderlichen willkür- 
lichen Constanten durch die Characteristik Ö, so wird für den vorstehenden 
Werth von f: 


V 2 da +" 0a +2 yasinude--2ya.ecosu.du. 





Wenn r die dee FR für 2=0 ist, so hat man 


t ul 
—+r=wu-—esinu; 
a: 














30 2. Auszug zweier Schreiben des Prof. Jacobi an Hrn. Director Hansen 
woraus der Werth von dw mittelst der Gleichung 
—;} I dat dr + sinude — (1— ecosu)du 
a: 


erhalten wird. Man hat demnach 








Er a 2: 1 =. } 
If = ya(1- ecosu) du — Yadr- ei da-- yasinu de. 
Hiezu addire man den verschwindenden Ausdruck 
! N nf, ' 
. \ ! \ ' \ 10, . OÖ \ \ 
/. dr + udy-rv oz — (35 Ji dr - RM Oy 1- iM 02) 
| ’ a I 


— — Bf dr +-ydy-+2’d2). 
Setzt man mit Lagrange, 
r—=ceÄ+ßPY, y=WwA+ßI, z=Ä-+ßRY, 
Wo 
X — uacosu—ae, Y= ay(li—e)sinu, 
so wird 
0 = zdr-4yoy-+z'dz = (u A'-—-PY')\adX-+p0 Y- Ada - Y0P) 
‚X+P,Y')(e, 9X 9,0 Ada, -- YoOß,) 
- (0, Xi Y)\0X+P0Y-- Xdn,-+ YoOP,) 
— XOX-+-Y’OIY-- (Pde-+ Pd, + Ada) AY'— X 


| nr esin% x „,,  esin« 
va(1--ecosu) du — da—a(X Y')de 
Ä ya V( yi1—e®) 


ER (5 da % Pi da, + P,00,) y(a(1 u e‘)). 


I 





Zieht man diesen Ausdruck von dem obigen Werthe von Ödf ab. und bemerkt 


noch. dafs 





„, ı esin« .. esin u 
1 y(i— e*) kml ya 
ist. so erhält man für Öf folgenden Ausdruck von der verlangten Form, in 
welchem die Coöfficienten der Differentiale der veränderlichen willkürlichen 
Constanten nur Functionen der veränderlichen willkürlichen Constanten sind: 
I = —yadı — Yla(1—e)) (Pd + P,da, + Prda,). 
Die vorstehende Analysis führt daher zu der neuen zdealen Coordinate, 
die ich mir Ihnen vorzulegen erlaube, nemlich: 


ya(3u-- Lesinu)- fi aldı + y(1— e')(Pda-- Ada, -- Prdas)}. 


Multiplieirt man mit 3 und substituirt den Werth 
Pda + de, + da, = dy = dw -- cosidd, 
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so wird die neue ideale Coordinate: 
ya(u--Lesinu)-- i/ya (dr --y(1— e‘) (dw -- cos? d$)). 

Es wäre nicht ohne Interesse, mehrere solcher idealer Coordinaten auf- 
zusuchen, und zu sehen, ob vielleicht einige derselben bei den anzustellen- 
den Entwicklungen einen ähnlichen Nutzen, wie der von Ihnen eingeführte 
Winkel v,. gewähren. 

Es ist noch zu bemerken, dafs ein Ausdruck Ada-- Bdb-- ete.. in 
welchem A, B etc. blofs Functionen der veränderlichen willkürlichen Con- 
stanten sind, nur auf eine einzige Art diese Form annehmen kann. Es folgt 
dies daraus. dafs es unmöglich ist, drei Factoren A, u, v so zu bestimmen. 
dafs die sechs Ausdrücke. 

E Oy ı „0% :' IUUERR - , 02 


5: ar TMEc ta, 8. 
oa '' da da’ ob "ah ! 0b’ 





gleichzeitig blofsen Functionen von a, b etc. gleich werden. In der That 
müfste man in diesem Falle die sechs Gleichungen, 














94 ' ,OY ' ’ N 02 | / or" 0) | y 02 0 
da !'' da ! da! Ha !' Su Be 
N) E es ! ! 
‚OX wi, E :- Oy 4 
n “4 u rı + v' r I I. n U = ai v — 0 
ob ob ob | ob ob ob 
etc. elc., 


haben. Soll nun nicht gleichzeitig A, u, v, #', «, v’ verschwinden, so mülste. 
wenn ich mich einer von mir eingeführten Benennung bedienen darf, die 


' ! 


Functionaldeterminante von x, y, 2, x, y', z’ verschwinden, und zwar 
zdentisch, weil es im ungestörten Problem keine Gleichung zwischen £, a, b etc. 
geben kann. Aus dem identischen Verschwinden dieser Functional- Determi- 
nante würde aber, wie anderweitig bewiesen worden ist, folgen, dafs es eine 
Gleichung zwischen &, y, 2, x, y’, 2’, £ ohne alle willkürliche Constante gäbe, 
und eine solche kann, wie ich ebenfalls an einem andern Orte gezeigt habe. 
niemals aus den vollständigen Integralgleichungen abgeleitet werden. 

Diese Eigenschaft der Ausdrücke Ada-- Bdb-- ete.. welche sogleich 
aufhört, wenn A, D etc. auch noch / enthalten, scheint es desto mehr zu 
rechtfertigen, wenn man ihr Integral durch einen besondern Namen (Element) 


auszeichnet. 

















3. 
Auszug eines Schreibens des Herrn Professor 
Richelot an Herrn Professor Jacobi. 





Königsberg, den 27ten December 1850. 

S. eben erhalte ich von Luther, welcher mich gestern nicht zu Hause 
oefunden hat, einige Zeilen, worin eine mir von Ihnen gemachte Mittheilung 
enthalten ist. Schon lange habe ich Ihnen schreiben wollen, jedoch nicht 
eher, bis ich Ihnen gute Nachrichten von meinen Arbeiten geben konnte. Ich 
hatte mir aber zuletzt, unter allen Umständen das alte Jahr nicht vorübergehn 
zu lassen vorgenommen, ohne Ihnen ein Lebenszeichen zu geben. 

Ich knüpfe an Ihre Mittheilung an. Zu meinem letzten Vortrage über 
bestimmte Integrale habe ich die alten Methoden von Cauchy etwas gründlicher 
durchzugehen Veranlassung genommen, und durch eine leichte Modification 
derselben eine Anzahl von Sätzen entdeckt. welche ich Ihnen hier mittheile. 
Es werden sich dieselben aus der Quelle, die Ihnen zufolge der mir ge- 
machten Mittheilung zu Gebot steht, wahrscheinlich ebenfalls ganz leicht ergeben. 

Ich definire (A--2Y *, wenn YO und o reell ist, durch die Gleichung 


(A--:Y) = Y(A°’-+ Y°)(cosed--:sin«®). 
wenn 
X —= y(A?’- Y°)cos®, Y= y(A?- Y°)sin 
gesetzt wird, und -— a <9=.n, endlich die Quadratwurzel positiv genom- 


men wird. 
Dann ist einer dieser Sätze: 
„Esser fi+.r --iv) eine beliebige continwirliche Function, welche weder 


y * 


für 2x noch y—w unendlich wird. Ks sei ferner 


a0, 09<oe<1i, a+ß—-y>1. 


sd, Bf: De P 


C u, ei V— 1. 
etc. eic.. 


s0 Is! 





/ ds f>dz 0 
z—atia)(g—b+rib Piz —cHtier... 
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x 


Wenn p eine ganze Zahl bedeutet und die Function 


ftr+b) 


vr 





weder für 2=—=nx noch für „== x unendlich wird. so ist unter den sons! 
gleichen Bedingungen: 











/ .. fa da 
(e—m—ni)P ( 2v—at+asr) (a —b+biN) kr —ectei)V.. 








—% 
R "F(m un 2nı Fr) (mn) 
en 5 2 
hr 1-1 1.2...p—1 
wo der Kürze wegen 
"EEE RE Bi FIR ARTE 
(2—a-+ a j)® (2 —b+bi)® cteö)r... 


gesetzt ist. und #7" (m-- ne) Ai Bas RE REN bezeichnet. 

Ich habe diese beiden Sätze jetzt wörtlich aus meinem Ilefte abgeschrie- 
ben. ohne sie Aeute wieder geprüft zu haben. Da ich vorläufig nicht dazu kom- 
men kann. jene Modificationen der Cauchyschen Methode gehörig auszuarbeiten. 
so überlasse ich Ihnen, mit dieser Mittheilung zu machen was Sie wollen. 

Nun zu einer andern Arbeit, welche Ihnen, wie ich glaube, nicht mils- 
[allen wird. Nachdem ich meine, Ihnen schon früher mitgetheilte Behandlungs- 
art des Problems der Rotation im Januar dieses Jahres zum erstenmal auf 
einem freilich sehr mühsamen Wege zu Ende geführt hatte, bin ich endlich 
zu einer ganz einfachen Integration der partiellen Differentialgleichung. von der 
nach Ihrer Theorie dieses Problem abhängt, gelangt. Ich schreibe Ihnen das 
Hauptresultat hin, woraus Sie sofort alles übrige beurtheilen können. 

Die partielle Dilferentialgleichung ist, wenn 4, B, C, 6, y, w dieselbe 
Bedeutung wie bei Porsson haben: 




















I sing oV , or ı 
= - 0s6 a —- r —, 
v 2A !sin d ide: op =, ze 
1 (cos EN geF =‘ an avi’ Er e).  9V 
2B !sind ur Tr:77 . PR "2C =) 
Die erste Lösung, welche ich fand, ist folgende: 
eu. sa iu v, 
V— tt+ww— w, arctang Tem 0) 
) ) ar lano v 6, « t Oo Br E. RER 
Eye Rn) \ 














. 4) /- | Y dp, EEE 
Der (Prem FEAT GmEe PER Een] 
) 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 1. } 
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wo /,. w, und o Constanten sind, und y, und #, durch die Gleichungen 


, f@,+w,cosO\” r 
A: ($ ı 91 ) a nr 
ei: sin d S pi 





2 


I wg, cosO\ . 
= — I Anna N RR \ 
37 | ) sin p—d,cosy 


I ywtgpeosd u 0 
zu bestimmen sind. Sie erkennen sofort, dafs Ihre Integralgleichung des Pro- 
blems der Rotation, welche Sie durch die Methode des letzten Multiplicators 








gefunden haben, hiemit im Zusammenhange steht. Ich hatte mich durch die 
Verwicklung der Formeln nicht abschrecken lassen, durch partielle Differen- 
tiation nach /,. w, und o die drei übrigen Integrale abzuleiten, und fand, dafs 
die Differentiation nach o Ihre Integralgleichung mit einem constanten Factor 
multiplieirt liefert. 

Meine zweite (jetzige) Lösung ist folgende: 

Wenn ich ein sphärisches Dreieck nehme, dessen Seiten durch 

Wi, Mi; 


und dessen Winkel durch 





N, A, 17] 
bezeichnet sein mögen, und ich setze dann 
V econstantt„n, M = n—#, 
l sin’ ( oe 1 | 2 a | 21 
— — — )sin(g--v) sin’ 4 -(- — ) 608° (« +-r)sm A = — --—-. 
(@ A re 8 TR Her), 


wo o und /#, constant sind, so ist die Lösung: 


N 


V r 1, En 0 (vw — A) cos N — gu 1 ofeos A diy + v). 


Hieraus leite ich Alles, was dazu gehört, fast ohne Rechnung ab; so wie ich 
auch diese Lösung selbst fast ohne Rechnung finde. Einige Schwierigkeit hat 
mir die Natur der neuen Variabeln und das sphärische Dreieck gemacht. Ich 
habe sie aber überwunden. 

Es ist wohl möglich, dafs Ihnen diese Sachen von einem andern Stand- 
puncte aus leicht erscheinen, aber mir haben sie einige Mühe gemacht, und ich 
mag sie daher auch für mehr werth halten, als sie sind. Jedenfalls freue ich 
mich, sie fertig gemacht zu haben, um mich jetzt in die Rosenharnsche herr- 
liche Arbeit versenken zu können, aus welcher ich den Muth zur Ausarbei- 


tung meiner Transformation schöpfen will. 


mn ——— EHE — 








4. 
Auszug eines Schreibens des Prof. C.G.J. Jacobi 
an Herrn Prof. Heıne ın Bonn. 


Gotha, den 10ten Januar 1851. 
S . . ry\ . . 
ie haben in Ihrem „Beitrag zur Theorie der Anziehung und der 
Wärme” im 29ten Bande des mathematischen Journals, eine neue Lösung der 
von Lame behandelten Aufgabe darauf gegründet, dafs der Ausdruck 
[sinn —2cosncos(4—wy)" — Ä, 
der partiellen Differentialgleichung 


o’A 2 OA, l \ , > Iı W 
Inn +1) —-)A, = 0 


Pr "a . 





genügl. wenn 
v eine willkürlicehe Constante bedeutet 


und ferner 





PP do, 
Fe —— —— —, 
’ Y (te? —b*)(c* —_})) 


$* do, 
&, = z Tyn s- 
I YUW—E)ee"—E)) 


ist. wo a <b<Ze gegebne Constanten sind; endlich 





0,0 


Ni1S2 


be 
(ie? — 0’) (b’—E})) 
by(e?—b’) 


vll — e,)(e"— 0})) 
ey(e— 6°) 


sinn = 








c08NnC0S4 — 


ist. 





cos? sin 4 = 


Ich habe mir hier erlaubt, die in meiner „particulären Lösung” im 
36ten Bande des Journals angewandte Bezeichnung beizubehalten und für Ihre 
Winkel 9 und y respeclive 47 —n und 3 zu schreiben. Setzt man, wie dor! 


ce — U, CE = K-—v,, CH = Ü,, 
und bezieht die elliptischen Functionen auf den Modul 


k—= (ee). 
—( | 
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so ısl 
o — cAam (iv) 
0, = cdamo, 
h' 7 
ie Ig am (20,, 


— e4Aam K- ıK' — ıw,): 


woraus 


’ l 
sıny = — Jamv,igam (?9,) 
v 


ı cosamı, 
cosncosY4 —= ———- 
cos am (er, ) 


| 


siname, Jam(tv,) 





cosysind — 
cosam(?v,) 
lolet. Es wird ferner die partielle Differentialgleichung zu 


"4 tn m+1)(Lame + k"ig’ame)X, — 0 


ov? ov, 


ai 


Es wird Ihnen vielleicht nicht ganz uninteressant sein, zu sehen, wie man 
mit Hülfe der elliptischen Addiltionsformeln durch einfache Betrachtungen von 
dieser Differentialgleichung mit Nothwendigkeit zu dem obigen Ausdruck von A‘, 
velanget, wenn man die alleinige Voraussetzung macht, dals A‘, die nte Potenz 
einer von rn unabhängigen Function sein soll. 

Ich führe zuerst an die Stelle von vo, und ®, als unabhängige Variabeln 


die Gröfsen 











” * 2 
vv, Tu, = w, U m —= w 
ein. Es wird dann 
oA, a, oA, | 0A, I 6 o’A, 
7 Apex ow? ! Owl? ow' Ow" 
O ’ “ Y, —n Ö nz od Pi ri Pi 
Be ow"” ow” 17 Qwrow" 


und daher die vorgelegte Differentialgleichung: 


oA, 


ow' dw" 


+n(n+1)(S amv, - k"tg’amv,) A, — 0. 


Es sei jelzt 


= I, 
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so wird 








JA U 
0A, a U —(n-+1) oU 
E - Sr 
ow ow 
A, — nn 1) N-0'+2 au Au nU-" 1) SU 
on! ow" u. ow' ow" dw dw " 


Wenn man den letzten Ausdruck in die Differentialgleichung substituirt. so 
sieht man, dafs für den besondern Fall wo 
n2aITr 
OU 
ow oWw 
der Exponent » aus ihr gänzlich herausgeht, und dafs umgekehrt. wenn es 


eine Lösung A„—= U” geben soll, in welcher U von n unabhängig ist, die 


an» r 


« . (6) x » yr . y 
Gleichung Eu Statt finden oder U die Form 
E : ) 
Ü Zu pr Ph 

haben muls, wo U’ Function blofs von w, U" Function blofs von ww” ist. 
Für diesen Fall verwandelt sich durch die Substitution 

F Er Tin 

A, = (Ä U gr. 
in welcher U’ Function blofs von w', U” Function blofs von ıw’ ist. die 
partielle Differentialgleichung in die folgende: 


oU' oU" ‚270 TN\27 ) | Bi l 
>— = (U U") (Samv,+k"ig’amo,) — 0: 


I 


du Om! 
aus welcher » ganz herausgegangen ist. 

Es ist jetzt der wichtige Umstand zu bemerken, dafs sich der Ausdruck 

1? LK" to? 7 0 WONDER | 2 2, 

I amv, + Kk'lg’am(2w,) — = (01: 
auf eine einfache und rationale Art durch die elliptischen Functionen darstellen 
läfst, deren Argumente w' — v, + ?v, und w’ —v, — iv, sind. In der That hat man 
zufolge der in den „F'undamentis” gegebenen Additionsformeln (11, 32 u. 33). 


N(1-+4amw Jamw") = A’amev,—+ I” am(iv,) 
N cos (am w’ — am") — cos’ am (?0,) — sin’ am (2v,) J’amv,. 
wo 
N — 1-— k’sin’amv, sin’ am ?0,, 


ist. Es folgt hieraus 
N.Aamw'Aamw" — 4°’amv, — k’ sin’ am (?v,) cos’ame, 
— J’amv, cos’ am (iv,) + Ak" sin’ am (?v, 


7 


N(1-+- cos(am ww’ — amw”)) — 2cos’am (iv). 
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und es ist daher 


24 amw' Jam" m: 


— J’amv -- k"tg’am (iv 





1- cos (am «' — ame") ö 
Die zu erfüllende partielle Differentialgleichung wird daher. 
BEP En ae ‚Iam ıw' Jam w" 
2 -t(U’ıU”. - == 0. 











ow' ow" 1 -+- cos (am w' — am «") 


Da U’ Function von ww und U” Function von ww” ist. so kann man 


z am w’ 


auch U’ als Function von e und U” als Function von e"““ betrachten. 


Setzt man 


ei Me f' gi zn wit —_— er 
f — bg ’ rs A 
so wird 
Su h ou 
— —= ıdamw.t! —— 
ow ot 
au . ou" 
— —= 2Jamw".t" —— 
ow ot 
BR m\2 
| I: r mn __ t+t) 
1 Br A cos(tam w — amw FE 21" ’ 


und daher 





oU' ou" U’ U"? 
or a ( "Lg" ) 
Es folgt hieraus 


au’ jour. sur _JOU' 

















Ü u Wh ar ": , . = Sue U’ IB 
ot ol ot" | ot! | 
und wenn man hintereinander nach ?’ und 2” differentiirt, 
au! „_/aU" au" „ jaU' 
0, ’ ' | 0 To 6) . ” — © =. 
var Vom Var Var 
Aw , ZwIT) u 5 Arm .— Ar ne (). 
ol ol ' ol ol 


Diese Gleichung kann nur erfüllt werden, wenn gleichzeitig 











Jg oU' __/oU' 0." /eU" „„joU” 

OÖ. - © — } — re 
ot | ot' — ot" . | ot 
———— — Mb — n z — |“ 
ot ot ot" ot" 


ist. wo « eine Constante bedeutet. Die Integration giebt, 

















FL sur pr 
| ap 77 a nz. ? er" er "+ @” 

* Be, r gr g" , 

I te 7 > U u EEE 


wo P', 2", y, y' ebenfalls Constanten sind. Substituirt man diese Werthe 
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von U’ und U” in die Differentialgleichung, 

ou! au" U'LUN? 

FTIZ ot" 6er: }. 
so erhält man, wenn man die Quadratwurzel auszieht und mit 

UI)! —o)(t"-+0) 
multiplicirt: 

BP" - ) ER BB" — a) — PB (e" + cr) — (ty) - cr) (g* - a). 
Diese Gleichung kann nur erfüllt werden, wenn 
y- y" Bau: 0, PP ee p"p" kun B'p" 


2 Dan, 


ist. Setzt man P'p'—=P"P" = P, so wird 





ee A. 
5 — U I l (!—e)(t"-+e) 
Es wird daher 





X — UT- — N; 
und dies ist die allgemeinste Lösung der vorgelegten partiellen Differential- 
gleichung,. in welcher A‘, der nten Potenz einer von n selbst unabhängigen 
Function gleich wird. 
Wenn « und «” die Amplituden zweier Argumente sind und 0’ die 
Amplitude ihrer Summe bedeutet, so hat man, wenn 
N —= 1— A’ sin’ «' sin’ «” 
seselzt wird, 
Ne” — cos oe’ cos«” — sin«' sine" da’ Aa" 
+2 (sin a’ cos «" 4a" -- sin« cos«'A«') 
oder 
Ne — (cosa@" sin” Ada’) (cose' + :sin«' Aa"). 
Es ist ferner 
N = (cos«" + 2sin«” Aa')(cosa" — ? sin" da) 
— (cos @ + 2sin«'da)(cos «' — 2sin«' de”), 
und daher, wie ich in der oben genannten Abhandlung bemerkt habe. 
cos@'+isinea da" cosa"--isin«" de! 


ind 
eo _ mn — . 
cos «@" — sin a" Aa! cos«' — isın a’ Aa!" 








Nennt man 0” die Amplitude der Differenz der beiden Argumente, so erhält 


! 


man aus dieser Formel durch Anderung von «”’ in — a”: 


cos@'+isina'’dea" cos" — isina" de’ 


— 


cose@" +isina'du" ” cos —isina' de" 


io 
P pen 

















40 4. Auszug eines Schreibens des Prof. ©. G. J. Jacobi an Hrn. Prof. Heine. 


Nimmt man ve, und @v, für die beiden Argumente, so wird 


\ 
} 


! R „ 2 12 m. I Pia . 
eo — amı,. 2 = am(w),, © —= am(v, +). 0" — am (vd, — 20,) 


”— nn, ut 
lerner zufolge der zu Anfang gefundnen Formeln, 
sinn = —ıda'tga" 

cos«' 


c0snc0sF — — 
cos@ 





a sin «'’Ja@' 
cos7sınd — - 


cosa"' ° 
und daher auch 
to — toa«de”. 


Man hat daher 


I—sınn 
fi L 
MRSRRRERENER Bene Aal e ’ 





f — pP ann f et ) ne 
cosr 
zu i+sinn .: 
/ a —ı’ ) — I = / ; 
COS N 
woraus auch 
; 2 / 
N N Fa ! ’ N ! 
4 | "—t — — 2lgye”, 1 e” 
cosN ” 


folet. Es wird daher 


La a)” I a) / 17 ‘ . ) ( 
7 1 ee = 3 ‚cosne” — 3e sın 7 — 0 608 ne—'?) 


Selzt man 
a —— ver, 
so verwandeit sich diese Formel in die foleende. 


(!!— a)!" 


"+1" 


If3F — 1/') 


— (asiny+ 4?cosne""") + 12cosne 


— —.ie'? (sinn c0sncos(I$ — ıy)). 





is wird daher. abgesehen von einem constanten Factor. der allgemeinste Aus- 
druck von X,, welcher eine nte Potenz einer von n unabhängigen Function ist. 


(sin -- cosncos(F— w))", 


w. z. b. w. 
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Über die Zusammensetzung der Zahlen aus ganzen 
positiven Cuben; nebst einer Tabelle für die kleinste 
Uubenanzahl, aus welcher jede Zahl bis 12000 
zusammengesetzt werden kann. 


4 


(Von Herrn ©. @. J. Jacobi, ; weiland Professor zu Berlin.) 





In den „Meditationes Algebraicae von Eduard Waring (S.349 der 
3ten Ausgabe. Cambridge 1782.)” wird der Satz ausgesprochen, dafs zur 
Zusammensetzung der Zahlen aus (ganzen positiven) Cuben deren nie 
mehr als 9, zur Zusammensetzung der Zahlen aus (ganzen) Biqua- 
draten deren nie mehr ats 19 erfordert werden. 

Der Satz, dals jede ganze Zahl die Summe von 9 oder weniger ganzen 
positiven Cuben ist, wird durch eine im 14ten Bande dieses Journals mit- 
getheilte Tabelle bestätigt, welche für jede Zahl bis 3000 die kleinste Anzahl 
von ganzen positiven Cuben angiebt, aus welchen sie durch Addition zusam- 
mengesetzt werden kann. Diese Tabelle ergab zugleich den merkwürdigen 
Umstand. dafs die Zahlen, zu deren Zusammensetzung 9 oder 8 Cuben erfor- 
dert werden, sehr bald aufhören, und dafs die Zahlen, zu deren Zusammen- 
setzung 7 Cuben gebraucht werden, gegen das Ende der Tabelle so spärlich 
vorkommen, dafs es wahrscheinlich wurde, auch sie würden über eine gewisse 
Gränze nicht hinausreichen, oder dafs alle Zahlen, welche diese Grenze über- 
steigen, aus 6 oder weniger ganzen positiven Cuben zusammengesetzt werden 
können. Ja selbst diejenigen Zahlen, zu deren Zusammensetzung man 6 Cuben 
braucht, kommen bereits gegen das Ende dieser Tabelle weniger häufig vor. 
Sollten auch diese Zahlen einmal gänzlich aufhören, so würde der Satz gelten. 
dafs alle Zahlen, welche eine gewisse Gränze übersteigen, die Summen von 
5 oder weniger ganzen positiven Cuben sind. 

Die Anwesenheit des durch seine bewundernswürdige Fertigkeit und 
Sicherheit berühmten Rechners Dase veranlafste mich vor einigen Jahren, den- 
selben aufzufordern, eine ähnliche Tabelle, wie die erwähnte, in gröfserem Um- 
fange, für alle Zahlen bis 12000, zu berechnen; wobei sich denn mehrere Fehler 
der früheren Tabelle ergaben. So wurde gefunden, dafs nicht blofs die eine 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLII. Heft 1. 6 
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Zahl 23. sondern auch noch eine zweite, 239, zu ihrer Zusammensetzung 
9 Cuben erfordert. Es waren ferner unter den 15 Zahlen, die nach Herrn 
Dases Rechnung aus acht und keiner kleinern Anzahl Cuben zusammenge- 
setzt werden können, nemlich: 

15 22 50 114 167 175 186 212 

231 235 303 364 420 428 454, 

die beiden Zahlen 231 und 303 nicht als solche aufgeführt, und dagegen die 
Zahl 239 irrthümlich darunter angegeben worden. 

Die Zahlen, zu deren Zusammensetzung szeben Cuben erfordert werden. 
sind die folgenden: 

: 14 21 42 47 49 61 77 85 87 103 106 111 112 113 122 140 

i4S 159 166 174 178 155 204 211 223 229 230 237 276 292 295 

300 302 311 327 329 337 340 356 363 390 393 401 412 419 427 

13 446 453 465 491 510 518 553 616 634 635 644 670 671 679 

135 757 806 833 850 852 894 913 950 958 976 1021 1122 1148 

1171 1175 1210 1236 1239 1300 1337 1452 1453 1454 1489 1550 

1634 1671 1679 1697 1912 1938 1957 1965 2039 2110 2166 2183 

2299 2426 2660 3020 3172 3452 3639 3685 3964 4306 4369 4388 

1703 4775 48552 4982 5279 5305 5306 58518 8042. 

Die Anzahl dieser Zahlen bis 3000 beträgt 103, von welchen in der 
[rüheren Tafel 29 fehlen, während bei 4 Zahlen irrthümlich die Cubenanzahl 
7 angegeben ist. Man sieht daher, dafs auch in Bezug auf das früher be- 
rechnete Intervall von 1 bis 3000 die von Herrn Dase berechnete Tafel als 
sanz neu zu betrachten ist. 

In der früheren Tafel waren unter den im Vorstehenden angegebnen 
Zahlen die drei Zahlen 2299, 2426. 2660 ausgelassen, und deshalb in einem 
Intervall von über S0O Zahlen keine mehr gefunden worden. deren Zusam- 
menselzune 7 Cuben erforderte; man hielt es daher für wahrscheinlich, dafs 
2183 die letzte von diesen Zahlen sei. Aber man sieht, dafs es nach der- 


selben noch 21 Zahlen giebt, die aus nicht weniger als 7 Guben zusammen- 
geseizt werden können. Nach der Zahl 5818 findet sich erst nach einem 
Intervall von über 2000 Zahlen eine solche Zahl (S042) wieder, und nach 
dieser ist, in einem Intervall von fast 4000 Zahlen, keine weiter gefunden 
worden. so dals es sehr wahrscheinlich ist, dafs alle Zahlen, welche die 
Zahl 8042 an Gröfse übertreffen, die Summe von 6 oder weniger 


(nben sınd. 
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Um am leichtesten übersehen zu können, wie sich die Zahlen, zu deren 
Zusammenselzung 2, 3, 4 etc. Cuben erfordert werden, vertheilen, habe ich 
ihre Anzahl für jedes Intervall zwischen 2 aufeinander folgenden Cuben von 
1 bis 22° in der folgenden Tabelle angegeben. 


Tabelle für die Anzahl der zwischen je zwei aufeinander folgenden Cuben von 


1 bis 23° enthaltenen Zahlen, welche in 2,3, 4,..9 und in nicht weniger Cuben 


125... 
216 .. 
343 . 
BR .. 
729 .. 
1000 . 
1331 . . 
1728 .. 
2197 . 
2744... 
BB... 
4096 . . 
4913 . . 
5832 . . 
6859 . . 
S000 . . 


9261 


27 
64 
125 
216 
343 
»12 
129 
1000 
1331 
1725 
2197 
2744 
3975 
4096 
4913 
9832 
6559 
SO00 
9261 


. . 10648 


zerlegt werden können. 





R7 3 4 > 6 7 
1 1 1 1 { 1 
2 3 3 3 2 2 
3 5) 7 e) ee) 4 
3 7 11 14 15 I 
b) 12 21 24 15 Y) 
6 14 24 33 31 14 
6 22 42 48 32 14 
8 26 99 70 H Y 
7 32 14 92 594 411 
9 39 9% 115 62 y 
10 44 112 142 Ss 10 
10 2 132 175 91 S 
13 61 175 204 90 3 
11 73 215 238 9 2 
14 si 231 280 110 4 
15 85 280 323 109 6 
16 9 9316 371 112 ‚) 
IT 17 371 416 105 0 
15 121 47 474 113 0 
19 144 479 517 100 1 
15 152 5385 562 116 6 
206 1159 3604 4110 1379 121 


ss 9 
0 
| 


a a u oe 


— 
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Nach der früher für die Argumente von 1 bis 3000 berechneten Tabelle 
befanden sich von den Zahlen, deren Zusammensetzung sechs Cuben fordert. 
in dem Intervalle 12° bis 13° noch 75. dagegen zwischen 13° und 14° nur noch 
64, während in der That nach der obigen Tabelle davon in dem ersten In- 
tervalle 91, in dem zweiten 90 vorhanden sind; was eine viel geringere Ab- 
Die Anzahl dieser Zahlen in den Intervallen 
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Cuben von 12° bis 22° beträgt, wie 


nahme dieser Zahlen ergieht. 





6* 
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man aus der obigen Tabelle sieht. 
91 90 91 110 109 112 105 113 100 116, 


und fährt daher im Ganzen noch immer zu wachsen fort. Man wird aber. 
mit einer einzigen Ausnahme, lauter abnehmende Werthe erhalten, wenn man 
die vorstehenden Zahlen durch die Anzahl aller in den entsprechenden Inter- 
vallen befindlichen Zahlen dividirt; was die folgenden Brüche giebt: 


























N N r 1 N 
2 u —u 54 
>73 oo 9 ’110 ‘709 

1 N N 

33 S2 11 61 95 
A Er oe 2 
DD m "ns ”’m "m 


Es ist daher wohl kein Zweifel, dafs die Zahlen, zu deren Zusammensetzung 
sechs Cuben erforderlich sind, immer seltner werden; doch mögen sie erst 
sehr spät gänzlich aufhören. 

Aus der obigen Tabelle ersieht man auch, dafs die Anzahl der Zahlen. 
zu deren Zusammensetzung dre? Guben hinreichen, für das Intervall von 
I bis 6000 beständig gröfser ist, als die Anzahl der Zahlen, zu deren Zusam- 
menselzung sechs Cuben erforderlich sind, während in der zweiten Hälfte der 
Tafel beständig das Gegentheil Statt findet. 

Die Anzahl der Zahlen. zu deren Zusammensetzung fünf Cuben erfor- 
derlich sind, übertrifft beständig die Anzahl der Zahlen, zu deren Zusammen- 
setzung nur wer Cuben erfordert werden. Aber der Überschufs der einen 
Anzahl über die andere nimmt gegen das Ende der Tafel ab. Es fragt sich, 
ob in der Folge die zweite Anzahl der erstern sich immer mehr nähern, oder 
vielleicht dieselbe von einer gewissen Gränze an sogar übertreffen wird. 


Man hat der Haupttafel eine aus derselben leicht zu entnehmende Tabelle 


der Zahlen bis 12000 hinzugefügt, welche die Summen von zwei? oder drei 
Cuben sind. Da alle Cuben, durch 9 dividirt, nur die Reste OÖ und +1 lassen, 
so folgt. dafs die Summen von zwe? Guben, durch 9 dividirt, nur die Reste 
0, +1. +2. und die Summen von dre: Guben, durch 9 dividirt, nur die 
Reste O0, +1. +2, +3 lassen können. Erst die Summe von vzer Cuben 
können, durch 9 dividirt, alle Reste lassen. Das Gleiche gilt. wenn einer oder 
mehrere der Cuben negativ genommen werden. 
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Construction der Tafel, welche für jede Zahl die kleinste Anzahl der ganzen positiven 
Cuben angiebt, aus welchen dieselbe durch Addition zusammengesetzt werden kann. 


Es wird nicht überflüssig sein, über die leichteste Construction der 
Tafel einige Bemerkungen hinzuzufügen, da sie auch bei der Construction 
anderer Tafeln von Nutzen sein können, und sich oft erst, nachdem ihre Be- 
rechnung ganz oder zum Theil vollendet ist, diejenigen einfachen Betrachtun- 
gen darbieten, durch welche, wenn sie von Anfang an gemacht worden wären. 
eine wesentliche Erleichterung oder Abkürzung der Arbeit hälte erzielt wer- 
den können. 

Die Zahlen. zu deren Zusammensetzung m Guben erfordert werden, 
werde ich mit (m) bezeichnen. Die aufeinander folgenden Zahlen, welche in 
die kleinste Cubenzahl zu zerlegen sind, sollen die Argumente der Tafel 
bilden und ihre Felder diese kleinste Cubenanzahl enthalten. Es werden 
demnach die Zahlen (1), (2), (3) etc. die Argumente sein, deren zugehörige 
Felder respective die Zahlen 1, 2, 3 etc. enthalten. 

Sind bereits die Zahlen 1, 2... m in ihre Felder eingetragen und 
daher die Zahlen (1), (2), .. (m) bekannt, so hat man m-—1 bei allen Ar- 
gumenten (m)--x° emnzutragen, bei denen noch leere Felder angetroffen 
werden. Denn alle Zahlen (»m)- x’ sind die Summen von m-+-1Cuben, weil 
die Zahlen (nr) die Summen von ır Cuben sind, und sie können nicht die 
Summen von weniger Cuben sein, wenn bei ihnen ein leeres Feld angetroilen 
wird, weil alle Felder, in welche kleinere Zahlen als » —-1 einzutragen sind. 
der gemachten Voraussetzung gemäls, bereits ausgefüllt sein sollen. Man 
kann nach dieser Regel nach und nach alle Felder der Tafel ausfüllen, indem 
man damit anfängt, die Zahl 1 in alle Felder einzutragen, deren Argumente 
die Cubikzahlen selber sind. Es versteht sich, dafs die Additionen immer nur 
so weit fortgesetzt werden, als die Summe nicht die der Tafel vorgesteckte 
Gränze (hier 12000) überschreitet. 

Es soll bei diesen Additionen der Cuben zu den Argumenten (rn) ein 
für allemal festgesetzt werden, dafs mit den kleineren Cuben begonnen und 
derselbe Cubus zuvor zu allen Argumenten (m) addirt werde, ehe man dazu 
übergeht, den nächst gröfseren Cubus zu denselben Argumenten zu addiren. 
Ist M eine der Zahlen (nr), und findet man bei dem Argumente M-- x’, wel- 
ches ich mit M’ bezeichnen will, ein noch leeres Feld, so ist dies nicht nur, 
wie im Vorhergehenden gezeigt worden, ein Zeichen, dafs M’ eine der Zahlen 
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(an -- 1) ist, sondern es ?st auch, unter den gemachten Voraussetzungen, der 
Cubus x’ der kleinste von allen, welche bei irgend einer der verschiede- 
nen möglichen Zerfällungen von M' in m-+1 Cuben vorkommen können. 
Denn könnte irgend ein kleinerer Cubus bei einer dieser Zerfällungen vorkom- 
men. so mülste das dem Argumente M’ zugehörige Feld bereits bei den Addi- 
tionen dieses kleineren Cubus zu den Argumenten (»r) ausgefüllt worden sein. 
Es folgt hieraus, dafs x’ auch nicht kleiner als irgend ein bei einer 
Zerfällung von M in m Cuben vorkommender Cubus sein kann; denn jede 
solche Zerfällung giebt durch Hinzufügung von x” eine der Zerfällungen von 
M' in m--1 Cuben. Da hiernach immer, wenn man bei dem Argumente 


M'— M-- x’ ein noch leeres Feld finden soll, M — mx’ sein mufs, so wird 
es umgekehrt hinreichen, bei der Addition von x’ zu den Argumenten (m) 
von solchen Argumenten anzufangen, welche — mx’ sind. Wenn man 


nämlich =’ zu irgend einem Argumente MM, welches < x’ ist, addirt. so 
kann man, dem Vorhergehenden zufolge, mit Bestimmtheit voraus wissen, dafs 
das zu dem Argumente M--.x* gehörige Feld bereits mit »»-+-1 oder einer 
kleineren Zahl besetzt ist. 

Man kann eine noch gröfsere Abkürzung der Arbeit erlangen, wenn 
man jedesmal, so oft bei einem durch die Addition von x’ erhaltenen 
Argumente ein leeres Feld angetroffen wird, in dasselbe, aufser der Cuben- 
anzahl, auch die Wurzel x einträgt. Es sei nach dieser Regel bei einem Ar- 
gumente M die Wurzel « eingetragen, so ist, wenn bei dem Argumente M-I a 
ein noch leeres Feld angetroffen wird, dem Vorhergehenden zufolge, immer 


iu 


d en L. 


Es folgt hieraus, dafs wenn man zu den Argumenten (m), um daraus die 
Argumente (m--1) abzuleiten, einen Cubus x’ zu addiren hat, diese 
Addition immer erspart werden kann, wenn die bei dem Argumente (m) 
neben der Cubenanzahl befindliche Zahl kleiner als x ist. Sollte man 
nämlich z° zu einem solchen Argumente addiren, so würde man ein Argument 
erhalten, bei welchem ein schon ausgefülltes Feld ist. und also eine unnütze 
Operation gemacht haben. 

Wenn nach vollendeter Eintragung der Zahlen 1, 2... u nur noch 
wenig Felder leer bleiben, so wird man besser thun,. von den Argumenten, 
bei welchen die Felder noch leer sind. die Cuben abzuziehen, wobei man 
wieder erst nach Ausführung aller Subtractionen desselben Cubus zu dem 
nächst grölseren übergeht. Bedeutet N ein Argument, bei welchem das 
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Feld noch leer ist, so wird man die Subtractionen des Cubus x’ von 
solchen Aryumenten N anfangen, welche Z (m--1)x’ sind; und wenn 
sich bei dem Argumente N— x? die Cubenanzahl m eingetragen findet, 
wird man bei N die Cubenanzahl m--1 eintragen. Es wird dies umge- 
kehrte Verfahren mit Vortheil angewandt, um die Argumente (7), (8), (9) nach 
einander aus den Argumenten (6), (7), (8) abzuleiten. Um die Argumente (6 
aus den Argumenten (5) zu erhalten, würde man beide Methoden, der Addi- 
tionen und Subtractionen, etwa mit gleichem Vortheil anwenden. 

Man kann aber auch, indem man das für die Construction der Tafel 
angegebene Verfahren in allem Übrigen unverändert läfst, die Additionen oder 
Subtractionen, welche nöthig sind, um für ein gegebnes © je zwei Argumente 
M und M--x° aus einander zu finden, ganz, oder zum bei weitem grölsten 
Theil durch ein rein mechanisches Verfahren ersetzen. Man theile nämlich 
die Tafel in mehrere Theile, und construire jeden dieser Theile der Tafel auf 
einem besondern Streifen: so kann für ein gegebnes x die Bestimmung je 
zweier Argumente M und M--x° aus einander, ohne eine Addition oder Sub- 
traction. durch blofses Nebeneinanderlegen der Streifen geschehen. 

Für unsern Fall wird jeder dieser Streifen ohne Unbequemlichkeit 
1000 Felder umfassen können, wenn man die Argumente so ordnet, dafs in 
zwei Verticaleolumnen am Rande die Kiner von 1 bis 50 und 51 bis 100, und 
in einer obern Horizontalreihe die 10 Hunderte gefunden werden; wie dies 
in der unten mitgetheilten Tafel der Fall ist. Man bezeichne die Streifen. 
welche die Argumente von 1 bis 1000, von 1001 bis 2000. von 2001 bis 
3000 etc. umfassen, respective mit S,, 8,, 8, etc., und nenne A; die auf 
dem Streifen S; enthaltenen Argumente. Wenn ein gegebner Cubus .r’ 
schen «.1000 und («@--1).1000 enthalten ist, so werden die sämmtlichen 
Argumente A;— x’ auf den beiden Streifen ÖS;_, und S;_,_, zu finden sein. 


u u 


Um daher für ein gegebnes x die Argumente A; und A;— .r” aus einander 


ZWI- 


ohne Rechnung zu finden, wird man nur nöthig haben, neben die beiden Streifen 
Ss, 


lt 


mag, den Streifen 8; so zu legen, dafs die zu je zwei Argumenten A; und 


und S;_,_,. welche man sich hiebei fest mit einander verbunden denken 


A;— x” gehörigen Felder in dieselbe Horizontallinie zu liegen kommen. Um 
dies für alle 1000 Argumente A; zu bewirken, braucht man. wie leicht zu 
sehen, 8; neben S;_,_, und S;_, nur in zweö verschiedne Lagen zu bringen. 
Die eine Lage bringt die erste Horizontalreihe von S;, die mit dem Argument 


Sy 


@—1).1000--1 beginnt, in die Linie, in welcher in S;_,_, das Argument 
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(#— 1.1000 --1— x’ angetroffen wird; in der andern Lage kommt die letzte 
Horizontalreihe von S;, die mit dem Argument 2.1000 schliefst, in dieselbe 
Linie, in welcher sich in S;_, das Argument ?.1000 — x° findet. 

Wenn . —= 10, oder 2 — 0 ist, braucht man S; nur seiner ganzen Länge 
nach neben den einen Streifen S;_, oder S;_, zu legen. Wenn «<< 10 ist, 
wird 8;_, der Streifen 8; selber. Man mufs in diesem Falle 8, neben dem 
einen Streifen Ö;_, in seine beiden Lagen bringen und aufserdem die auf 
demselben Streifen befindlichen, den Argumentenpaaren (m) und (m) --.x’ an- 
gehörigen Felder aufsuchen. Um diese Argumentenpaare, wenn sie auf dem- 
selben Streifen sind, aus einander zu finden, bedarf es zwar wieder der 
Addition oder Subtraction, doch geht in eben diesem Falle die Vergleichung 
der Felder, wegen der Beschränkung auf einen kleinen Raum, leicht und be- 
quem von Statten; auch kann man ihr dadurch eine gröfsere Sicherheit geben, 
dafs man in den Argumenten (mn) und (m)-- x’ mit denselben Differenzen fort- 
schreitet und von Zeit zu Zeit durch Addition von x’ eine Prüfung vornimmt. 

Wenn die Streifen gehörig neben einander liegen, so werden für jede 
ihrer beiden Lagen die zweien Argumenten 4, und 4;— x’ zugehörigen Felder 
in derselben Horizontallinie, aber in der Regel jedes auf seinem Streifen, in 
verschiedenen Verticallinien liegen. Diese Verticallinien behalten jedoch für 
jede der beiden Lagen immer denselben Abstand, so dafs ein rascher Über- 
blick genügen wird, alle Felder zu ermitteln, welche zweien Argumenten 
4;— x’ und A; zugehören, von denen gleichzeitig das erstere die Cuben- 
anzahl »n enthält und das letztere leer ist, in welches dann die Cubenanzahl 
m--1 eingetragen wird. Man wird hiebei entweder zuerst die mit m ausge- 
füllten Felder in 8;_, und S;_,_, ins Auge fassen und zu ihnen die ent- 
sprechenden leeren in 8; suchen, oder umgekehrt, zu den leeren Feldern in 
S. die entsprechenden, mit »n» ausgefüllten Felder in S;_, und S,_,_, suchen, je 


i—a 
nachdem die Anzahl der mit »r ausgefüllten Felder in S;_. und 8;_,_,,. oder die 
Anzahl der leeren Felder in 8; geringer ist; was der Wahl entspricht. die man 
zwischen den beiden Operationen des Addirens und Subtrahirens treffen kann. 

Es wird wieder hinreichen, von denjenigen Argumenten 4;— x’, welche 
— ma’, oder den Argumenten A;, welche — (m-+-1)x° sind, anzufangen. 
Trägt man in jedes Feld neben die kleinste Cubenanzahl auch die Wurzel des 
kleinsten Cubus ein, der in den verschiednen Zerfällungen des Arguments in 
diese kleinste Cubenanzahl vorkommt, welches immer der nämliche* Cubus ist. 


auf welchen sich die Operation bezieht, durch welche die Cubenanzahl selbst 
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gefunden worden ist, so kann man auf den Streifen S_,_, und S;_, alle 
Felder übergehen, in denen neben die Cubenanzahl »» eine kleinere Zahl als 
x eingetragen ist. 


Anwendung der Tafel auf die Aufgabe, die sämmtlichen Zerlegungen einer gegebnen 
Zahl in die kleinste Anzahl ganzer positiver Cuben zu finden. 


Obgleich die unten gegebne Tafel nur die kleinste Cubenanzahl anzeigt. 
in welche eine gegebne Zahl zerlegt werden kann, so kann sie doch auch 
mit Vortheil dazu angewandt werden, diese Zerfällungen selbst aufzufinden. 

Will man, ohne irgend ein Hülfsmittel zu besitzen, die sämmtlichen Zer- 
fällungen einer Zahl in irgend eine gegebne Anzahl von Cuben aufsuchen, so kann 
man dies in der Regel sehr mühsame Geschäft folgendermafsen auf eine passende 
Art anordnen, die auch bei allen ähnlichen Aufgaben angewandt werden kann. 

Es sei N die gegebne Zahl, n die Anzahl der Cuben, in welche sie 
zerfällt werden soll. Man bilde n Verticalcolumnen mit den Überschriften 

n, n—1, n—2,..1, 
in deren erste die gegebne Zahl N selbst zu setzen ist. Von den in diese 
Columnen zu schreibenden Zahlen wird man nach und nach die verschiednen 
Cuben abziehen, jeden n Mal wiederholt, indem man von den kleinsten anfängt. 
und erst dann, wenn alle mit denselben auszuführenden Subtractionen beendigt 
sind, zu den nächst gröfseren übergeht. Die Wurzel des abgezognen Cubus 
wird jedesmal am Rande bemerkt, und der erhaltne Rest jeder in einer der 
Columnen befindlichen Zahl in die nächst folgende Columne gerückt, mit Aus- 
nahme der in der letzten Columne 1 befindlichen Zahlen, von denen nichts 
mehr abgezogen wird. Jeder von den früheren verschiedne Cubus wird 
von sämmtlichen, aufser den in der letzten Columne befindlichen Zahlen ab- 
gezogen. Wenn man dagegen denselben Cubus wiederholt abzieht, so thut 
man dies nur von denjenigen Zahlen, welche zuletzt durch das Abziehen 
des nämlichen Cubus erhalten worden sind. Wenn x’ der abzuziehende 
Cubus ist, so kann man respective in jeder, mit 2 überschriebnen Columne, 
alle Zahlen verwerfen, welche <- x’ sind, so dafs in Bezug auf diese Zahlen 
nicht weiter operirt wird. Hat man durch fortgesetztes Abziehen gleicher 
oder gröfserer Cuben und durch gleichzeitiges Fortrücken in die nächstfolgende 
Columne alles in die letzte Columne gebracht, so dafs die Operation nicht 
weiter fortgesetzt werden kann, so hat man so viel von einander ver- 
schiedne Zerfällungen, als sich in der letzien Columne Cubikzahlen vorfinden, 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLII. Heft 1. 7 
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und man erhält aus diesen Cubikzahlen leicht rückwärts durch successives 
Addiren der Cuben der respective am Rande angemerkten Zahlen die Zerfällun- 
sen selber. Man addirt nämlich zu einer in der letzten Columne befindlichen Cu- 


bikzahl den Cubus. durch dessen Abziehen dieselbe erhalten und dessen Wurzel 
neben ihr am Rande bemerkt worden ist; zu der Summe addirt man wieder 
denjenigen Cubus, dessen Wurzel neben ihr am Rande bemerkt ist, u. s. f. 
3efindet sich am Ende der Operation in der letzten Columne gar keine Cubikzahl. 
so ist es nicht möglich, die Zahl in die verlangte Cubenanzahl zu zerlegen. 

Will man die kleinste Cubenanzahl, in welche eine gegebne Zahl zer- 
est werden kann, und auch die sämmtlichen Zerfällungen in diese kleinste 
Cubenanzahl finden, so hat man aufzumerken, wann zuerst bei den ange- 
stellten Subtraetionen eine Gubikzahl sich ergiebt, und die Columne, in der sich 
dieselbe befindet. als die letzte anzusehen, bis sich ein Cubus in einer früheren 
Columne zeigt, welche man dann wieder so lange als die letzte ansieht, bis 
sich etwa ein Cubus in einer noch früheren Colume zeigt, u. s. f. In jeder 
ten Columne. von der jedesmal als leizten betrachteten, kann man vor dem 
Abziehen eines Cubus x’ alle Zahlen verwerfen,. welche < x’ sind. Ist auf 
diese Art und durch fortgesetztes Rücken der Zahlen in die folgende Columne 
alles in eene Golumne gebracht, so wird diese schliefslich als die letzte an- 
zusehen sein, und es werden in keiner früheren Gubikzahlen gefunden werden 
können. Die Anzahl der Golumnen bis zu dieser letzten ist die kleinste Cu- 
benanzahl,. in welche man die gegebne Zahl zerfällen kann, und jede Cubik- 
zahl. welche man in dieser letzten Columne antrifft, giebt eine besondere 
Zerfällung in diese kleinste Cubenanzahl, welche man wiederum durch die 
umgekehrte Operation des successiven Addirens der Cuben der respective am 
Rande bemerkten Zahlen erhält. 

Hat man eine Tafel, wie die unten mitgelheilte, welche für jede Zahl 
die kleinste Cubenanzahl, aus der sie zusammengesetzt werden kann, anzeigt. 
so kann man die im Vorigen angegebnen Operationen abkürzen. Wenn man 
nämlich bei der gegebnen Zahl N in der Tafel die Cubenanzahl n findet, so 
weils man zuvörderst, dafs die »te Columne die mit 1 zu bezeichnende letzte ist. 
Man kann ferner nach jeder Subtraction, aus jeder mil i bezeichneten Co- 
Iumne alle Zahlen fortlassen, welche nicht die Summe von : Cuben sein kön- 
nen, oder bei welchen nicht in der Tafel die Cubenanzahl i eingetragen ist. 

Vor dem Beginnen der Operationen wird man gut ihun, für jeden 
Cubus x’. der < N, zu untersuchen. ob in der Tafel bi N— 2, N — 2r, etc. 
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respeclive die Cubenanzahl n—1, n —2, elc. steht, bis man auf einen Rest 
N— kr’ kommt, bei welchem sich in der Tafel eine gröfsere Cubenanzahl 
als na — k eingetragen findet. Man weils dann im Voraus, dafs die Subtraction 
dieses Cubus &° nur —1 Mal zu wiederholen ist. Wenn schon bei N— .r 
sich die Cubenanzahl a —1 nicht eingetragen findet, so ist dies ein Zeichen. 
dafs der Cubus &° überhaupt unter den abzuziehenden Guben fortgelassen wer- 
den kann. Es sei k—1-==r,, so dafs x’ nur r, Mal hintereinander abzuziehen 
ist. so erhält man die Reihenfolge der nach und nach abzuziehenden Cuben. 
wenn man 7, Mal hintereinander 1. =, Mal den Cubus von 2, r, Mal den 
Cubus von 3 u.8.f. schreibt. Hat man einen Cubus dieser Reihe abzuziehen. 
und addirt zu diesem die 2—1 folgenden Cuben derselben Reihe, so wird die 
Summe dieser 2 Cuben der kleinste Werth. den man von den in der Columne ? 
enthaltnen Zahlen im Verlauf aller noch übrigen Operationen abzuziehen hat. und 
man kann daher vor der anzustellenden Subtraction und bei allen ferneren Opera- 
tionen aus der Columne alle Zahlen, die kleiner als diese Summe sind, fortlassen. 
Alle übrigen Vorschriften bleiben ganz dieselben, wie die oben gegebnen. 

Das im Vorigen angegebne Verfahren, um alle Zerfällungen einer Zahl 
in die kleinste Cubenanzahl zu finden, mit Benutzung derjenigen Erleichte- 
rungen und Abkürzungen der Rechnung, welche die Tafel gestattet, will ich 
durch das Beispiel der Zahl 

9818 
erläutern, zu deren Zusammensetzung man, zufolge der Tafel, 7 Cuben nöthig 
hat. In dem hier unten folgenden Schema, in welchem die 7 Columnen mit 
VI, VI, V, IV, II, I, 1 
bezeichnet sind, ist die ganze Rechnung enthalten, welche zur Auflindung der 
sämmtlichen Zerfällungen dieser Zahl in 7 Cuben erfordert wird. Nach der 
oben gegebnen Vorschrift erhält man die folgende Reihe der nach und nach 
abzuziehenden Cuben 
1,1, 1, 9,29, 39,9, 2,4, 4, 5,5, 5, 

6, 7,7, 9, 10°, 11°, 12°, 13°, 13°, 14°, 14°, 15°, 16°, 17°. 

Wenn man von den Guben, 
9°, 10°, 11°, 12°, 13°, 13°, 14°, 
die 5 oder 6 ersten oder alle 7 summirt, so werden die Summen. 
6955, 9182, 11962, 

und daher gröfser als die respective in den Columnen V, VI, VII enthaltnen 
Zahlen, weshalb man der oben gegebnen Regel zufolge bei der Subtraction 


2. 


fl w 
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des Gubus 9° und bei allen folgenden Operationen diese drei Columnen nicht 
weiter zu berücksichtigen hat. Da ferner 
10’ +11°+12°+13° = 6256 
sröfser als alle in IV enthaltnen Zahlen ist, so braucht man beim Abziehen 
des Cubus 10° und den folgenden Operationen die Columne IV nicht mehr zu 
berücksichtigen. Da 
11°+12°+ 13° — 5256 

ist. so braucht man 11° nur von denjenigen Zahlen der Columne III abzu- 
ziehen, welche — 5256 sind, und man wird bei allen folgenden Operationen 
die Columne III gar nicht mehr zu berücksichtigen brauchen, da 

12°+-13°+13° = 6122 
sröfser als alle in III enthaltne Zahlen ist. Man sieht aus dem unten folgen- 


ir 
oO 


den Schema, dafs wenn man bei dem Abziehen des Cubus 10° angelangt ist, 
die Operation von da an reifsend schnell zu Ende geht. 

Die 13 Cubikzahlen, die man in I antrifft, geben die 13 verschiednen 
Zerlegungen von 5818 in 7 Cuben, die überhaupt möglich sind; und zwar auf 
folgende Art. Man findet zuerst in I zwei Mal den Cubus 4913 — 17°, und 
man ersieht aus den am Rande beigefügten Zahlen, dafs die Operation, durch 
welche man schliefslich zu demselben gelangt ist, beide Mal in dem zwe- 
maligen Abziehen von 7° besteht. Man wird daher die Summe 4913 + 686 
— 5599 bilden, welche Zahl sich in III an zwei verschiednen Orten findet. 
Die in III befindliche Zahl 5599 ist. wie man aus den Zahlen am Rande er- 
sieht, zuletzt durch dreemaliges Abziehen von 4° erhalten worden. Man wird 
daher die Summe 5599-192 —= 5791 bilden, welche Zahl in VI befindlich 
und durch eenmaliges Abziehen von 3° erhalten worden ist. Die Summe, die 
nun zu bilden ist, 5791 --27, ist die vorgelegte Zahl 5818 selbst, von der 
man auf diese Weise eine Zerfällung in 7 Cuben, 

1°+2.7°+3.42°+3° = 5818 
erhält. Die aufserdem noch ein Mal in III enthaltne Zahl 5599 ist zuletzt 
durch einmaliges Abziehen von 6°, die Zahl 5599 -—- 216 = 5815 in IV durch 
dreimaliges Abziehen von 1 erhalten worden. Man hat daher eine zweite 
Zerfällung,, 

17°+2.7°+6°+3.1° = 5818. 
Auf ähnliche Art erhält man aus den übrigen in I enthaltnen Cubikzahlen, indem 
man den zu ihnen führenden Weg, welcher durch die am Rande befindlichen 
Zahlen bezeichnet ist, zurückgeht, die andern unten angegebnen Zerfällungen. 
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Rechnungsschema für die Aufsuchung der sämmtlichen Zerfällungen der Zahl 5s18 
in 7 Cuben. 





voıv/iviwimflujlı mim|ı 
0| 5818 | | 9 15065/503814913 
1 5817 | 5046 |4940 | 4096 5818 
| 5816 | 4948 4921 a nn 
| 5815 | 4929 4706 er ee 
2 58105809 | 48314439 —4913+ 686-4 192+ 27 
2 9802 | 4714 —4913+ 7294 125-+ 27+24 
. Bein 2008 Bo ni 686.4216-164427 
3 579115790 57895785 | 4744 ee 
5783 5782 5767 | 4737 —=4096-+1000+ 6864 27+ 7 1 
m. | 4718 —4096+1331+ 375+ 16 
. PR | == —33751413314+ 7294375+ 8 
h I“ | +0 . . IO£r | 94 L 
4 5754 5753 5752 5735 4466 =3375+17254+ 6864 277 = 
5746 5738 | 4402 —274441728-H1000+343-+ 3 
u u —3375+2197+ 192-+ 54 
> 4376 ) . 971 92 
4 5690 5663 5636 4339 =439413314 644 7 © 
4 5599 5572 4187 —439441000+ 343+ >1 
5 5693!5685|5677!5669| 5642 6256 —5488+ 250+ 644 16 
5629]5621 5613 4439 . 
5 3568 wer 958215906 4394 — 17°42.7°+ 6° +31 
rn 4123 — 17°42. 7713.44 3 
5504 4404 u 2 32: 
5 54435435 5427 4097 — 1T7’+ 9+ 5°+ 3432 
6 560215601 1560015599 15572 9744 — 16°+ 942.74 6°+ 12°43 
u ‚3718 — 16°4+ 10°42.7°4 3+ OH 
7 547515474 |5473|5472|5256 _ = 16°+ 11°43.5°+2.2° 
546715466 5446 5256 BEE = 45°4 11° 9°43.5°+ 2° 
5411/5440 5394 11 439414096 j a 4 
52595421 5320 422113375 [= 14°+ 12°4 107° 749. 
5384 5257 4104 — 45°1 13°+3.4°+2.3° 
en 5168 6122 —213’+ 11’+ 4+ 3°+2.1 
525° mer 33751 _> 45; L 731933 
7 5132!5131'5130'512914913 1 |, —lgoms 
5124 5123|510314913] 13 Brir 
5105 510415096 here- 
5068) 509714977, i | 
49165041 14914 348812744 
5004/4825 14 2744 
4915 
4889| 
4552 
11962|9182]6985 | 
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Kennt man auf irgend eine Art die sämmtlichen Zerlegungen einer 
Zahl N in ihre kleinste Cubenanzahl rn, so hat man damit zugleich auch die 
sämmtlichen Zerlegungen mehrerer anderer Zahlen in ihre kleinste Cubenanzahl. 
Sind nämlich die Cuben der gleichen oder verschiedenen Zahlen a,, &, .. a, 
in » verschiedenen Zerlegungen von N enthalten, so werden durch das Fort- 
lassen dieser 2Cuben aus diesen » Zerlegungen von N unmittelbar auch » ver- 


schiedene Zerlegungen der Zahl 


N———.::-— ® —= N 


0) 


in eine Anzahl von n—2 Guben gegeben, weiche die kleinste Cubenanzahl 
ist. in welche man diese Zahl zerlegen kann. und die so gefundenen » Zer- 
legungen sind alle Zerlegungen von N, in a — Cuben, welche es giebt, und 


alle von einander verschieden. 


Durch das im Vorhergehenden berechnete Beispiel erhält man aus den 
13 Zerlegungen von 5818 in 7 Cuben zugleich die sämmtlichen Zerlegungen 
einer sehr grofsen Menge von Zahlen in ihre kleinste Cubenanzahl. Man er- 
sieht die erofse Anzahl dieser Zahlen schon daraus, dafs darunter alle in dem 
obigen Schema vorkommenden Zahlen nebst ihren Ergänzungen zu 5818 ent- 
halten sein müssen. So ergiebt sich, dafs die Zahlen 


5818 — 1, ee We er Se 
5818 — 3° na N ac. A 
5818 — 5’ ee le cr ee 
Bw he ee EDER Gh 
5818 — 7’ | Sera" ib Bel auf 7 Arten, 


5818 — 9, — 10, — 11’, —13 —15, — 16°, — 17° auf 3 Arten 


in 6 Cuben zerlegt werden können. Man sieht ferner, dafs folgende 47 Zahlen. 
welche die Summe von fünf und nicht weniger Cuben sind. 


suite, Aare ur, 
RE 
1 -°-L, —- PT, = PERLE TR, 
5818 —-P 5, PP, —P- 17, 
5818-2, 2-6, -L-7, 2-9, -L2—1R, — 2-18, 
2-15, - 2-16, — 2-17, 
516, #17, 


3818 — 5’ —14. — 5’— 15°. 
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5818 — 16, — H—17, 

5818 — 7-9, —- 13, -?’—1P, -?’—13. 
5818 — ®—11, — 15, —P—16, —P 17, 
51S 113, AP—15, —IP—16, 
5818 — 1? 12, —12° —15°, 

5818 —13° 15, 

SS AP —1E. 


oder wenn man sie der Gröfse nach ordnet. die Zahlen, 


I7T6 246 330 391 659 715 780 841 897 904 993 1112 1346 1506 
1597 1658 1714 1721 2100 2290 2318 2579 2442 2731 2949 3010 
3066 3073 3278 53620 3758 4423 4460 4486 4746 4810 5025 5062 
3411 5467 5538 5601 5629 5666 5746 5753 5809 


nur auf eine einzige Art in fünf Guben zerlegt werden können. 


Dies folgt daraus, dafs wenn «’ und 5b’ die beiden Guben sind, welche 
man von 9818 abzuziehen hat, um eine dieser 47 Zahlen zu erhalten, unter 
sämmtlichen Zerfällungen von 5818 immer nur eine einzige die beiden Cuben 


a’ und 5° zugleich enthält. 


Uber die Einrichtung einer Tafel, mit deren Hülfe ohne alle Versuche die sämmtlichen 
Zerlegungen einer gegebenen Zahl in die kleinste Cubenanzahl gefunden 
werden können. 


Man hat aus dem im Vorhergehenden berechneten Beispiel gesehen. 
dafs ungeachtet des Gebrauchs, welchen man von der unten gegebenen Tafel 
machen kann, um das Aufsuchen aller Zerlegungen einer gegebenen Zahl in 
die kleinste Cubenanzahl zu erleichtern, dies doch noch ein mühsames Geschäft 
bleibt. Es wäre daher wünschenswerth, diese Tafel, ohne ihren Umfang zu sehr zu 
vergröfsern, so zu vervollständigen, dafs das Geschäft auf das möglich kleinste 
Maals der Arbeit zurückgeführt wird. Um eine solche vollständige Hülfstafel 
zu erhalten, in welcher alle Elemente beisammen sind, deren man bedarf. un 
die Zerlällungen selbst ohne Versuche und überflüssige Subtractionen zu finden. 
ist erforderlich und wird es hinreichen, bei jedem Argumente zu der kleinsten 
Cubenanzahl noch die Wurzeln aller Cuben hinzuzufügen, welche in den 
verschiedenen Zerlegungen des Arguments in die kleinste Cubenanzahl 











56 9. 0.6. J. Jacobi, üb. die Zusammensetzung der Zahlen aus ganz. pos. Cuben. 


respective die kleinsten sind; z. B. bei dem Argumente 5818 zur Cuben- 
anzahl 7. wie die gefundenen Zerfällungen zeigen, die Zahlen 1, 2, 3. Wenn 
man eine solche Hülfstafel anwendet, reducirt sich die ganze zur Auffindung 
aller Zerfällungen nöthige Rechnung genau auf dieselbe Rechnung, welche die 
Prüfung der bereits bekannten Zerfällungen erfordern würde, wenn man die- 
selbe so anstellt,. dafs man von der gegebenen Zahl nach und nach die ver- 
schiedenen Cuben abzieht, wie sie in den einzelnen Zerfällungen der Gröfse 
nach auf einander folgen. 


Es sei eine der Zerfällungen einer Zahl N in die kleinste Cubenanzahl, 


N = «++ .twtr-t.. 42, 


wo 


\ 


ZB. EB. SEE 


/ 


Hat man von N nach und nach bereits die Cuben «a, b, .. w abgezogen, und 
ist dadurch auf den Rest 


R—= N— a —b—..—w 


sekommen, so ist der zunächst abzuziehende Cubus x’ der kleinste in einer 
der Zerfällungen von R in die kleinste Cubenanzahl, und zugleich — w’. Um 
daher den Werth oder die Werthe von z zu erhalten, — denn es wird x 
häufig mehrere Werthe haben, — entnehme man aus der Hülfstafel alle bei 
dem Argumente R zur kleinsten Cubenanzahl hinzugefügten Zahlen, welche — w 
sind. Auf diese Weise giebt die Hülfstafel nach und nach die Wurzeln der 
einzelnen Cuben, in der Ordnung, wie sie in den verschiedenen Zerfällungen 
der Gröfse nach auf einander folgen. 


Um den Gebrauch der Tafel zu erläutern, will ich das folgende Frag- 
ment derselben hersetzen, welches bei den Zerfällungen von 5818 in 7 Cuben 
zur Anwendung kommt, und leicht rückwärts aus diesen Zerfällungen abgeleitet 
werden konnte. Die Zahlen n geben die kleinste Cubenanzahl, in welche die 
Zahlen AR zerfällt werden können, und die Zahlen # die Wurzeln der Cuben, 
welche in den verschiedenen Zerfällungen von R in n Cuben die kleinsten sind. 
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R nr R nr R nr R nr 
4394 2 13 5439 3 7 5642 2 9 3782 47 
4472 2 12 5446 3 7 5663 4 3.4 5789 4 4.7 
4706 2 11 5472 3 6.10 5677 4 45 5791 6 1.234 
4825 2 9 5488 2 14 5685 52.5 5794 4 3 
5096 2 10 5511 4 7 5700 4 4 5802 5 2.4.5 
5103 2 12 5552 3 45 5725 3 11 5809 5 3 
51685 3 7 9560 4 2.5 9727 5 1.3.4.6 5510 6 1.25 
5256 2 7 95972 2 13 5737 4 7% 58515 4 6.7 
5394 3 10 5599 3 7 5735 45 5816 5 1.3 
5427 2 11 5613 3 5 5764 5 3.4 5817 6 1.2 
5435 3 9 5636 3 4 5767 3 5 5818 7 133 


foleenden Schema anordnen. 





Die Rechnung, welche mit Benutzung dieser Tafel zur Auffindung der 
Zerfällungen von 5818 in 7 Cuben zu machen ist, läfst sich nach dem unten 


Es sind in demselben: 


Die vor dem ersten Verticalstrich befindlichen Zahlen s die Wurzeln der 
nach und nach von 5818 abgezogenen Cuben; 


-Die zwischen den beiden Verticalstrichen enthaltenen Zahlen # die naclı 


diesen Subtractionen übrig bleibenden Reste: 


Die hinter dem zweiten Verticalstrich stehenden Zahlen alle aus der 
Tafel entnommen zum Argumente R gehörigen Werlthe von r, welche 
nicht kleiner als die gröfste (erste) der daneben stehenden Zahlen s sind. 


vor dem ersten Verticalstrich stehenden Zahlen s unterscheiden. 


Das Schema besteht aus 6 Gruppen. welche sich durch die Anzahl der 


Die Zahlen R 


jeder Gruppe werden aus den Zahlen #2 der unmittelbar vorhergehenden 
Gruppe durch das Abziehen der Cuben der neben den letztern stehenden 
Zahlen r gefunden. Es wird daher die Anzahl der Horizontalreihen jeder 
Gruppe der Anzahl aller zu der vorhergehenden Gruppe gehörenden Zahlen r 
gleich. So findet man z.B. die Zahlen R der 3ten Gruppe, wenn man 1 
von 5816. 2° von 58502, 3° von 5816 und 5764, 4° von 5802. 5764 und 
5727, 5° von 9802, 6° von 5727 abzieht. Die Zahlen #% der letzten Gruppe 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 1. ie) 
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sind die Summe zweier Guben; hinter dem zweiten Verticalstrich hat man zu 
der aus der Hülfstafel entnommenen Wurzel des kleinsten dieser beiden Cuben 
noch die Wurzel des andern Cubus hinzugefügt, so dafs die verschiednen 
Horizontalreihen der letzten Gruppen die Wurzeln der in den verschiednen 
Zerfällungen von 5815 enthaltnen 7 Cuben geben, von denen die 5 kleinsten 
vor dem ersten und die beiden gröfsten hinter dem zweiten Verticalstrich stehen. 











s R r 5 R r s R r 5 R r 
581811.2.3 | 1.1.115815 6.7 1 3.2.2.2|5767 5 | 141.4.4.3.3 5572[13 15 
22.257943 |43.1.15725 11 | 5.3.2.2.2 5642" 9 17 
115517 1.2 | 3.1.1,5789 4.7 | 4.4.3.3|5636 4 | 5.5.4.2.2 5488/14 14 
2551025 | 3.2.157827 | 4.4.4.35599| 7 | 5.5.5.2.2 5427/11 16 
35791 3.4 | 3.3.315737 7 1 5.4.2.25613 5 | 7.44.43 5256| 7 17 
4.2.257355 | 5.5.2.25552| 5 | 7.6.1.1.115256 7 17 
1.1.5816. 1.3 | 4.3.3157004 1 5.5.5.25435 9 | 7.7.3.1.1,510312 15 
2.1.5809 3 4.4.35663 4 | 6.1.1.1 5599 7 | 7.7.3.2.1/5096 10 16 
2.2.5802 2.4.5 | 5.2.2)5677 5 | 7.1.1.15472 10 | 7.7.6.4.3 4825 9 16 
3.3.5764 3.4 | 5.5.2,55605 | 7.3.1.1.5446 7 | 9.5.5.5.2,4706 11 15 
1.3 5727 4.6 | 6.435511 7 | 7.3.2.1 5439 7 | 10.7.1.1.14472112 14 
5.215685 5 7.3.3.35394 10 | 10.7.3.3.3 4394 13 13 
| 7.6.4.3.5168, 7 | 11.4.3.1.1.4394,13 13 





Die Hülfstafel kann auf ganz ähnliche Art wie diejenige construirl 
werden, welche blofs die kleinste Cubenanzahl, in welche man eine gegebene 
Zahl zerfällen kann, angiebt. Man nehme wieder an, die Construction der 


Hülfstafel sei für alle Zahlen 


4\ / \ 
1), (2), er. 


(m) 


beendigt, so dafs, wenn 2 eine der Zahlen 1, 2,.. an und J eine der Zahlen (2) 
ist. bei jeder Zahl / aufser der kleinsten Cubenanzahl 2 noch die Wurzeln aller 
derjenigen Cuben angegeben sind, welche in den verschiednen Zerlegungen 


von ] in 2 Cuben respective die kleinsten sind. Es sollen durch Addition 


einer Cubikzahl zu den Zahlen (m) die Argumente, bei welchen die kleinste 
Cubenanzahl m-1-1 einzutragen ist, und die Zahlen, welche neben dieselbe 
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einzutragen sind, gefunden werden. Ist x° der zu addirende Cubus, so addirt 
man x’ nur dann zu einem Argumente (m), wenn © kleiner oder nicht gröfser 
als die gröfste der bei diesem Argumente neben »n eingetragnen Zahlen ist. 
Ist dies der Fall, und findet man bei dem Argumente (m)-+-.a” ein leeres 
Feld, so trägt man darin die Cubenanzahl a” -- 1 und neben diese die Wurzel x 
ein, oder wenn sich in das Feld schon die Cubenanzahl m--1 und eine oder 
mehrere andere Zahlen eingetragen finden, so fügt man letzteren noch die 
Wurzel & hinzu. Es geschieht hiebei von selbst, dafs die Addition von & 
zu den Zahlen (»2) nur von solchen Zahlen (»r) an begonnen wird, welche 
— mx’ sind. 

Man kann auf diese Weise fortfahren, bis die Construction der Hülfs- 
tafel beendigt ist; doch wird man wieder gut thun, wenn a» den Werth 5 
oder 6 erreicht hat, und daher nur noch wenige Felder auszufüllen bleiben. 
das umgekehrte Verfahren zu befolgen. Ist nämlich N ein Argument, bei 
welchem sich ein noch leeres Feld findet, so trägt man in dasselbe immer die 
kleinste Cubenanzahl »#»--1 und die Wurzel x ein, wenn bei dem Argumente 
N — x’ die kleinste Cubenanzahl »» gefunden wird. Wenn das Feld bei dem 
Argumente N bereits mit der kleinsten Cubenanzahl »n-+-1 und einer oder 
mehreren andern Zahlen erfüllt ist, so fügt man letztern die Zahl x hinzu. 
wenn x kleiner oder nicht gröfser als die gröfsten der bei N— x’ neben m 
eingetragnen Zahlen ist. — Die Additionen und Subtractionen kann man wieder. 
wie oben, zum bei weitem gröfsten Theil durch ein blofses Aneinanderfügen 
der einzelnen Theile der Tafel ersetzen. 

Wenn man nicht blofs die Zerfällungen in die Aleınste Anzahl von 
Cuben, sondern überhaupt die Zerfällungen in eine gegebne Anzahl von Cuben 
haben will, so kann man auch hiefür ganz ähnliche Hülfstafeln construiren. 
von denen jede sich auf die besondre gegebne Cubenanzahl bezieht, und in 
ihren Feldern alle Zahlen enthält, welche in den verschiednen Zerfällungen 
des Arguments in die gegebne Cubenanzahl respective die Wurzeln der 
kleinsten Cuben sind. Hat man die Hülfstafel [nm] für die Zerlegungen in 
m Guben construirt, so erhält man daraus die Hülfstafel [»-—-1] für die Zer- 
legsungen in »m--1 Cuben ganz in der früheren Art, wenn man die ver- 
schiednen Cuben x’ zu allen Argumenten M der Tafel [rn], welche — ma 
sind. addirt, und jedesmal. wenn x nicht gröfser als die gröfste der bei M 
in [m] eingetragnen Zahlen ist, bei dem Argumente M--.x’ in [m --1] die 
5 * 
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Zahl „= einträgt. Die frühere Construction unterscheidet sich von dieser nur 
dadurch, dafs in derselben auch noch alle Argumente M--x°, bei welchen 
eine kleinere Cubenanzahl als nr --1 eingetragen war, oder welche auch die 
Summe von weniger als =@-; 1 Cuben sein konnten, übergangen wurden, was 
jetzt nicht der Fall ist. Bei der Construction der Hülfstafeln aus einander wird 
es ratlhsam sein, wenn man dieselben (wenigstens von der Tafel [4] an) alle 
Argumente umfassen läfst. indem man die Felder leer läfst, welche Argu- 


menten zugehören, die nicht in die gegebne Cubenanzahl zerfällt werden können. 
Man kann dann durch ein blofses Nebeneinanderlegen der verschiednen Theile 
je zweier Hülfstafeln |»»] und [m --1] in der oben angegebnen Art alle Ad- 
ditionen ersetzen. 
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Tafel für die kleinste Anzahl von Cuben, aus welchen die Zahlen 
his 12000 zusammengesetzt werden können. 


(Die am Rande befindlichen Zahlen sind die Einer von 1 bis 100; die Zahlen ın 


der obersten Horizontalreihe sind die 10 Hunderte: in der Ecke oben links 
befinden sich die Tausende.) 
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5 /31215,615]4#1615 1121515151 1915| 4313161 51315 Irre 66 
525.2+453/6,6|6|51714 23666 515544 441 5245 514 79 
93 3417714145313] 31415 515 315455151 53514 +5 76 
54‘ 451861515014 115145141445 3616] 54 32] 2)6 7.6 
991313196 614151312 5i 51514413 45565 51 55 41416141613 
56 475542351 64 54455 6146151 56 4151552415 
57 54634336] 74454366543] 575445134] 
Be 35645447] 82 5551416 44441 58 6[5|42]2)5): 
5915 7143,3.216.5156] 913 66/5156 5445| 5914|6|513|313 
60 544356655 104,6. 766)444)5 5 | 6015|4]5,414.4 
61 415 4455441 115666 453546 611515145155 
62 56556335] 1255 65 4245157 | 62/4414.616,6 
63 67/6563 51 13 6544435 466 0391415564 
64 38653345] 14565 4446[55,6| 61125151613 
65° 65744446J 15545413 5161515141 6931515414 
66 1317|4613131515|5 14 1613,5.25416 55/55 | 66416/51313 
67 514434565] 17146315 56.515,43] 67 5164 3]4 
68154613 2145/5166] 151541416, 615,515)514] 68161513413 5 
69.6.5514 35.616 5 51 1916 5 5.61515 4161314 | 69|414/4/414 6 
70 3121467446] 2016 5,6,5151315)54 41 70,3|5|413|5 6 
715 51433,6. 7,544] 21176555145 5/5 5| 711315154142 
12 5446445531 2216754 313 665 51 72.216 5446 
73! 6151555141541 2316151514 44 44665] 73316 65 36 
74 964465,5 51 241215135 3556 514 74\4|7,44)4|3 
75 6315443146] 253,2 45,616) 65 34 19,5 75'454 
76 /\4.312)5/4517] 2614355 616 65441] 7661445143 
71 3,9149 5,466] 27,2,45,6 66 5,6 44 17554454 
The +55,461554| 2513 36.6614 51] 451] 78.465453 
79 154141571615. 3$ 29,314 561515 5 2155] 79 414 55146 
SU 215156 515.431 304 5|515|44 5131616 501315 3 51517 
S| 315166 65134] 3115 5 611145.4/41516 51145 461615 
52 46554434] 32135 41213145156 51 82515 551514 
3 5,465 513/4.41 33143|513145|6|5 55 | 831516 6'533 
Ss 6154131314145] 34115 4|614!4\6!7|6)5141 S4\615 3,614 
ae) 46544555] 5131461555515 55] 851616 5,31|3. 
S6 54432665] 3645 716513612 551 86,516 41414] 
S7 6151514 3|7\414 3114416|716141313 616 371515 4,515 
ss 655,46 5.48 3815,5.6 55,5 4!3:5'7 | 55|314,31616 
S9.4121416.6,615 4.45] 39/66 725,354 5.6] 89143/41617 
0 5766[55.45] 40146334445 66J$ 90151451615 
9] 65744454] 4154235456661 91155. 6,614 
92 76541413155] 4255134456665] 9244615 4 
03 BI/IEIZ 512165 43415312 51516161215 93141516|4+ + 
94 655435376] 444443646 313 21 945/554 5) 
95 743544551 45155 4465 +44 31 95,6|44]2 46 
96 45345565] 465 655 665/44 4 96.414413 45 
07 43456556] 4756635121455 5 9714 31514515 
98 5'44\6]6 6 ir I 517]4 415, 3]4|5 616 | 98I4/316[5 56 
09 356555|5 5|6!4] 49161313,4]4.415 6.616 | 9913 41615515 
100.44 716. 4,515/4]4|1] 50 6|413:515 5154616 [1004141716 514 
> 2131419 LI2|. 
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3. 0.6. J. Jacobi, ub. die Zusammensetzung der Zahlen aus ganz. pos. Cuben. 
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0.6G.J. Jacobi, ib. d. Zusammensetzung der Zahlen aus ganz. pos. Öuben. 
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3.0.6. J. Jacobi, ib. die Zusammensetzung der Zahlen aus ganz. pos. Cuben. 
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6. 
Theorie der Anziehung eines Ellipsoids. 


(Von E. Heine, Professor zu Bonn.) 





Die Untersuchungen, welche ich hier mitzutheilen beabsichtige, nehmen 
denselben Gegenstand wieder auf, über welchen ich bereits im Jahre 1844 
eine Abhandlung in diesem Journal, Band 29 veröffentlichte. Es wurde dort 
das Potential einer ellipsoidischen Schale mit beliebiger Massenvertheilung. 
aus seinem Werthe für sämmtliche Puncte der innern Oberfläche, für 
alle Puncte des innern, hohlen Raumes berechnet, während ich damals noch 
nicht im Stande war, die entsprechende Aufgabe für das Potential in Bezug 
auf äufsere Puncte zu einer ähnlichen Lösung zu führen. Ich mulste mich 
damit begnügen, das Resultat für den letzten Fall vermittelst der von Lume 
oeschaffenen # darzustellen, denen ich noch eine neue Funclionengattung F 
hinzufügte, die aus der E definirt wurde. (Man vergl. dort S. 194.) 

Durch die Methode, welche ich hier in Kürze entwickeln werde. um 
die weitere Ausführung späteren Nachträgen zu überlassen, lassen sich beide 
Aufgaben mit gleicher Leichtigkeit behandeln, indem ich das Potential einer 
durch zwei confocale Ellipsoiden begrenzten Schale, wenn die Art der Mas- 
senvertheilung in dieser Schale gegeben ist, für alle Puncte, die ihr nicht 
angehören, durch ganz ähnliche Mittel finde, die Puncte mögen innerhalb des 
hohlen Raumes, oder über die äufsere Begrenzungsfläche hinaus liegen. Hier- 
aus ergiebt sich die Anziehung einer solchen Schale auf irgend welche Puncte, 
und zwar, wie aus dem Endresultate hervorgeht, ohne dafs es nölhig wäre, 
jene Gleichungen höherer Grade zu bilden und aufzulösen, die J,ame in seiner 
wichtigen Abhandlung im IV. Bande des Liouwzlleschen Journals definirt hat. 

Die Schale, welche wir betrachten, sei durch zwei confocale Ellipsoiden 
begrenzt. von denen das gröfsere die Achsen @,, yo — *), y(o5— ce”), das 
kleinere die o,. 1(0 —®*), y(ei— €) haben mag. Ferner bedeuten &, y, 2 
und 2. Yı, &, die rechtwinklichen Coordinaten zweier Puncte, bezogen auf 
die Hauptachsen der Ellipsoiden. Es kommt dann unsere Aufgabe darauf hinaus. 
eine geeignete Entwickelung des Ausdrucks 


| 1 
A. R | — , L i 
(4.) aa) Fr +R—2,)®) 
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ın eine Reihe zu finden. Wir setzen dazu 


cz — rcosd x, = 7,0056, 
y = y(r—b')sindcosp y, = y(r —b’) sind, sing, 
2 —= yY(r— e)sindsingy 2, = y(ri — ec‘) sin6, sing, 


und denken uns r —>r,. Der Ausdruck #, welcher sich bekanntlich in das 


Integral 





R 1 en dn 
= — an were 
en. (2a +iy cosy +2 sinn)— (a, + ty, c0sn +12, sinn) 


verwandeln läfst (wenn wir 2—=y—1 setzen), geht. wenn unter dem Inte- 


sralzeichen Zähler und Nenner zugleich durch y(d’cos’7--e sin’) dividirt 


werden. in 








Ir dn 
1 v(b’cos’n+e*sin’n) 
B. — — 
(B.) BR any @— 


über, wenn « und 5 folgende Ausdrücke sind: 


u 
a= Em 000 Per 
v(b’cos’n + c*sin?n) ' yY(b?cos’n+ ce" sin?n)) 


ÄiyGr—b?) cos 7 ae cos y 








| iv(r?— e?) sinn 
' Ylbcos’n+c*sin’n) 





sind sing 


Y ' iy(r?®—b?) cosı u 
= oT .C0s0, + — —; — — sind, cosg, 
y(b’cos’n + c”sin?’n)  Y(b*cos’n+e’sin’n) 








vier, — e?)sinn 





sind, sing, 


| 
+ 

I 

ı 


JE 2 <in? 
y(b’cos’n-+e*sin?n) 


Den Bruch entwickeln wir in eine Reihe. welche nach jenen 
wg 
bekannten Functionen fortschreitet, die wir durch die Buchstaben P bezeichnen. 


indem wir als Definition derselben die Gleichung aufstellen: 











BR 5.77 > pr n(n—1) „2 ı an I) (an — 2) (n— 3) 
- R— “ | 


21)" 2 Zn)" etc.) 


P (9): 


u RR 


> 


Es lälst sich leicht zeigen, dafs der Coefficient von P,/?) bei dieser Ar! 


es 
der Reihenentwickelung ein Integral der Differentialgleichung 
00 


Ad—a) u nn +1Q u 


ist: derselben, welcher auch P,(«) genügt. Wir nennen das hierher ge- 
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hörige *) Integral Q,'«@). und haben dann folgende Relation: 


(C) — = PM) Ole) + PP) Qıle)+ + +PAOud)+ -:- 


G — fr} 





Um eine passende Transformation von P,(?) zu erhalten, kann man 
unmittelbar auf bekannte Eigenschaften der Function P zurückgehen, wenn 
man nur darauf achtet, dafs ? die Form 

A, cosA, --B, sind, cosy, + EC, sin, sin p, 


hat. und A,, 3, ©, dieselbe Rolle in 5 spielen, wie die drei Aggregate 
cosd,, sind, cosgy,, sind, singp,. so dafs z.B. 4+B}+C} =1 ist. Auch 
(),(e) lälst sich auf zweckdienliche Art umgestalten, wenn man « unter 
die Form 
A c0osd-- Bsind cosy -+-Üsin sing 

bringt. in der die von r und 7 abhängigen Gröflsen A, B, C in ähnlicher 
Art auftreten, wie oben A,, B;,, C,, so dafs z.B. HB -CO—1 ist. 
Bei der Umformung der Q hat man darauf zu achten, dals, wenn « die obige 
Form hal und f eine beliebige Function von & bezeichnet, jedesmal 














FR SOER - ; 
a . 6, (sin o=E) en 
(1 un. Pi of — Ir of — 1 06 m 1 © / 
2 60? ar 7, sin d tel’, sin’d og’ 
ist. dafs also @,(«) der Differentialgleichung 
ee 
o (sin 0 —) 4 2 
O ! oO ni I ! \ 
Ä  — —-n(n-1)0 = 0 
sin d ou sin’0 09° | (r-+1)0 


venügl. Diese Andeutungen werden hinreichen, zu zeigen, wie der hierher- 
gehörige Werth von @,(e) gefunden wurde. Das Verfahren ist ganz ähn- 
lich dem, welches man früher anwandte, um den bekannten Ausdruck für 
P,(cos« cos 9 --sin«sin’cosd) abzuleiten, ehe Jacobi denselben auf einem 
ganz neuen Wege entwickelte. Vielleicht gelingt es später, durch eine der 
letztern entsprechende Methode auch Q,(«) zu zerlegen. 


“)Ist z.B. «>41 und $<1, so wird 
l nm 


= ZP,.(#)0,(« 
a—P n—) "(JE ( )» 


wenn für P,(?) der obige Werth, und O,(«) gleich 


Pe _,, mn +1)(n+2) 
de FR ei 





», (n+1)...(n+4) ’ 
u u TE 
2 (2n-+3) . 72 42nL3)(&n 5) . + ) 





1.2.5...(2n —1) 








. 
- 


vesetzt wird. 
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Die Werthe von P,(?) und Q,(«) werden endlich in die Form. in 
welcher ich sie unten gebe, gebracht, indem sowohl 


I @+ Ya —1)eos(w—g))" cosm(w — x)dy 


als auch 





va erti+'v) dt 
I (y+Yyv(y? —1)%( ettiy I e-!=1p))"4 l 


(wenn »n und n ganze Zahlen bedeuten und a <Zn--1) von w unabhängig 
ist, also die Integrale resp. gleich 


SAOE ._ z sam i . 
/ (e-+y(z—1) cosz)" dx 
0 





/ eridt 
u (s+YV(y’—1)d(e! + er))r + 


werden. Es nehmen P,(?) und Q,(«) die Gestalt an: 





1.3.5...(2n—1) (b? cos ec’ sin?n)=?” 
P)=TZ 3 en. Andale. 





n sT 
x !"P, „(cos ®@,) rt y (ri —b’)cosx cosn+y(ri—e’)singsinn)"cosm(x—y,)dı 
. Per 2.50. 1.3.5...(2n—1) 
— | u < . ar +1) S e gap 
Q,(@)= 4(2n--1)(b’ cos'7--e'sin’n)' ui. BD. ar u FR (n-+p) F (0056) 


Fi ep(!-+ip) n- e-ptH4 ip) y | S 
. (r + V{r’— 6) cosn.z(e'+e—" ) + iV (r— ce?) sinn$ (e! — et))”+! - 





Die Summen sind so zu nehmen, dafs für m=0 und n=0 die Hälften der 
rechten Seiten gesetzt werden; ferner ist 
(1)  P,,,(cos 6) 


(n—p)(n—p—I1) 
2(2n —1) 


ı (n—p)...(n—p—3) 


n—p—2A |. Fl; np FREE 
On O) 








— sin? 6( cos"? ”— 


und S ein solcher Ausdruck, dafs 


a P, (P)S v(b’cos m sin?n) 





verschwindet. 

Stellen wir (A.), (B.), (C.) mit diesen Gleichungen zusammen, so 
erhalten wir folgendes Resultat der bisherigen Untersuchungen. 

Es läfst sich R als eine unendliche Reihe 


Q@) R=Z+12Z+..+Z,+..- 
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darstellen. deren ntes Glied den Ausdruck 


„ 2n er 11 an ug u nr m ’ | 
Al oz =. DE 5 PP. m(C0S 9) P,,(cos®) x (et 1 e-Pli+ig)) dt 
s m) p=zUÜ = J_ 








/ | P my— fr (v, + VL (r7 — b?) cosn cosg + Y(r? — ec?) sinn sinz)” dn 
> > / 
(+ vr’ —b°) eosn.zete)tiyir sinn. Key 


oO 


hat, worin die Summen nach zn und p wie oben zu nehmen sind und zur Abkürzung 


Be En (1.3.5 ... (2n —1))? 
BG) = (1.2... (n—p))(1.2...(n+p)) 





voeselzt ist. 
Die Integration nach ») läfst sich ausführen, indem wir die Zähler und 





die (—-1 te Potenz des Nenners im Integral nach 7), nach Cosinus und Sinus 
der Vielfachen von 7 entwickeln. Wir führen dazu die Bezeichnungen *) 
| Y \ | ” j > 72 
Die) == [7 "erty r’—b’) cosn cos 


ITUe 


+ y(r — €’) sinn] sing)” cosany cos yn dr 


m/ 1 na ‚zn ! > 9 
tgE / dyf (r + y{r— b’) cosy 
0 





st 
0 


(4.) + y(r® — e*) sinn sing)” sin ang sin gndı, 


Wr) — fa Levi + e=P!) cos qmdn 
‚(r)=—fı 7 —: j ZUTER EDE vr ——— 
x ns (r+v(r’—b?) cos. (e'+e7') +iy (r"—.c?) sinn .4(e!—e?))" 








P(p) — „4 uf - 3 (er Br 
2, (r+y(r—b?) cosn.4(e'+e')+tiy(r” )sinn.z(e!—e?))”+' 


ein und finden dann 
2n ni 1 BER p=n gan 


6) 2 = - = > Ik," ?P,m(c050,) P,,,(c0s6) 
Be m=U p=0 g=U 
x (U, (r,)W; (r) cosmy, cospp + u (r,)w)(r) sinmgp, sinpgy). 
Für m —0. p=0, 90 sind die Hälften der betreffenden Glieder zu 


setzen. so dafs also z.B. von dem Gliede,. in welchem »» und p zugleich 
Null sind, nicht aber g, der vierte Theil genommen werden muls. Ein Glied 
wird hierbei das ganze Aggregat genannt. welches unter dem dreifachen 


Summenzeichen steht. 
x * 
* 


) Die Größsen U,u,W, w sind zwar von » abhängig; es schien jedoch nicht nothwen- 
dig, Fo Buchstaben in die Bezeichnung aufzunehmen n, indem wir jedes Z, für sich be- 
trachten, also auch nur von den Werthen der U und für ein bestimmtes » zu sprechen haben. 
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Die Zusammenstellung der Gleichungen (1.) bis (5.) liefert die Ent- 
wickelung von A, aus der sich die Lösung unserer Aufgaben ohne weitere 
Schwierigkeit ergiebt. Ehe wir zu dieser schreiten, wollen wir auf folgende 
Puncte aufmerksam machen: 

I. Wenn zwei von den Grölfsen r, Yir—b’), yiır— 6b’) einander 
gleich werden, so sollen diese gleichen Linien y{r’— b’) und yir’— €‘) sein: 
und zwar ist 5 reell oder imaginär, je nachdem jede der gleichen Längen 
kleiner ist, oder gröfser als die dritte. Man findet dann ohne Mühe die Ent- 
wickelung. welche Neumann im 37ten Bande dieses Journals gegeben hat. 
indem die dreifache Summe im Werthe von Z, für diesen Fall in eine ein- 
[ache übergeht. Es verschwinden nämlich für = e sämmtliche U, u, W, u 
in denen der obere Index nicht gleich dem untern ist, und die genannten 
Functionen hängen dann nur von einfachen Integralen von der Form 

FE: (© -+cosyy(@° —1))" cosmy.dy 


und 





= eri dt 
/ (v+Vln®—1) de! er'))” +! 


ab, die sich nur durch constante, d.h. von x und y unabhängige Factoren. 
resp. von P, (x) und Q,,(y) unterscheiden. wo wir unter Q,,„(y) die un- 
endliche Reihe*) verstehen: 


O..(y) A m (: PETER (n+m+1)(n+m+?2) _n-m3 
n,m\Y) = fi) Y fi 2 (2n +3) J 





H(2n +3)(2n-+5) " Ä 





n+-m+N)...(n+m TU | ) 


Il. Es ist offenbar Z, reell, indem U und z, W und w, verschwinden. 
wenn nicht die obern Indices mit den untern zu gleicher Zeit grade oder 
ungrade sind. Es ist demnach m — p eine gerade Zahl und »”"” reell. Aus 
demselben Grunde umfafst auch die dreifache Summation in (5.) nicht (n—- 1), 





*) Wenn ich in einer früheren Abhandlung Gewicht darauf legte, dals Q,. ein 
einfacher logarithmischer Ausdruck sei, so geschah es, weil dieser Werth daselbst in 
einem Beispiele auftrat. (Dieses Journal f. M. Band 26, S. 198.) Die Formeln zur 
Reduction eines jeden O,,„ durch eine endliche Anzahl von Operationen auf G,, und 
Os,., d. h. auf eine logarithmische und eine algebraische Function sind dort in d. Anm. 4. 
gegeben. Bei den Aufgaben, die daselbst vorliegen, schien die Darstellung der O0 durch 
eine elegante Reihe — die hypergeometrische — nicht ungeeignet, indem mir eine Formel 
wie die Veumannsche nicht bekannt war, die mit der Einfachheit den Vortheil vereinigte, 
sogleich als logarithmischer und algebraischer Ausdruck von endlicher Gliederzahl auf- 
zutreten. 


10 * 
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sondern (4(n-+-1))’+(4n)’ oder 2(4(n-+-1))’ Werthe, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. 

III. Man wird leicht einsehen, dafs die Integrale U(r) und v(r) aus- 
geführt werden können, und ganze Functionen von r, y{r’— 5’) und yY{r’— ec‘) 
werden. Wenn gleich die W und :» nicht so einfache Ausdrücke sind. so 
läfst sich doch zeigen, dafs dieselben sich auf elliptische Functionen durch 
eine endliche Anzahl von Operationen zurückführen lassen; und zwar erhalten 
jene Integrale die Grenzen r und ®. Die W und w sind lineare Functionen 
dieser elliptischen Integrale. Wir wollen dies Resultat für die W nachweisen. 
und zwar, um bestimmter in Kürze das Wesentliche ausdrücken zu können, 
für die W mit geradem Index p, indem die übrigen Fälle sich auf ähnliche 
Art behandeln lassen werden. 

Es können diese offenbar aus Integralen von der Form 


| 27 2 Ch+D)E ff 
D. / TR / , 
(D.) c0oS® 7] di (at 23e! + yer FH 


0 —n 





zusammengesetzt werden, wenn g und A ganze Zahlen bezeichnen, von denen 
die letzteren zwischen O0 und 2n, mit Einschlufs der Grenzen liegen, wenn 
ferner «, P, y durch folgende Gleichungen gegeben werden: 


d y(r — b') cosn — 2} (r’ — c°) sin N 
y = Yr—b) cosn--ty(r’— ce) sinn. 


Jedes W, besteht aus einer endlichen Anzahl solcher Integrale, die noch mit 
gewissen Zahlen multiplieirt sind. In dem Integrale nach # machen wir e'—=z, 
und setzen 





L u N 
Ren f- 2 
ae Acer nero 


0 


Bekannte Reductionsformeln zeigen dann, dafs /,, aus Z,, durch eine Glei- 
chung von der Form 

I,„ = 4-+Bl,, 
berechnet werden kann, wo A, B gebrochene Functionen vorstellen, deren 
Zähler ganze Functionen von «, ?, y sind und deren Nenner ein Product zweier 
Factoren ist, nämlich einer ganzen Potenz von «y und einer ganzen Potenz 
von ?— ey, welches wir k nennen wollen. Der Integral- Ausdruck (D.) 
zerfällt demnach in die Summe von Integralen: 


. ER Pr 277 an 
(E.) / A cos" nd -- / BI,,cos®ndn, 
0 0 
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von denen das erste leicht ausgeführt werden kann, indem A, also auch 
Acos’”n, eine gebrochene Function von cosn und sinn ist. (Acos“n ist 
auch eine gebrochene Function von r, y(r— 5’) und yY(r— c*).) Die wirk- 
liche Ausführung dieser Integration hat um so weniger Schwierigkeiten, als 
nach obiger Bemerkung der Nenner von A gleich («y)“A” ist, wenn « und 
v ganze Potenzexponenten bezeichnen und «@y und % einfache Gröfsen sind. 











nämlich 
ey = (F— BP) cos’n+(r — ec‘) sin’n 
k — b’cos’n + e*sin’n, 
so dafs sich die Reductionsformel 
(F‘) 2 2 2 2 2 La 2 2 2 cin? 
((r" —b’) cos’7+(r?— ec?) sin’n)“ (b’cos’n+ e’sin’n)” 
u 1 
((r?— b?) cos’n+ (r?— ce?) sin’n)#!(b*’cos’n+ e*sin’n)” 


1 
+ ((r® — b?) cos’ + (r? — ce?) sin’7)“ (b’cos’n + e* sin’n)’—' 
benutzen läfst. 
Wir wenden uns zum zweiten Theile von (E.), welcher auf elliptische 





Functionen führt, während der so eben betrachtete Theil keine Transcendente 
involvirt. Das Integral 4,, läfst sich ausführen und giebt 
ae BR 1 En. r+Y(b’eos'n+ e’sin’n) 
2y((b’cos’n+e’sin’n)) ° r—Y(h?’cos’n-+c*sin’n) ” 
woraus man durch Differentiation nach r, 
ol, 1 


or (r?—b*) cos’n+(r"— c’) sin’n 











findet, und somit den Ausdruck, welcher scheinbar complicirter als der frühere 
logarithmische ist: 





1  f- in 
za I (—b°) sinn +(s?— ec?) sin? 


Der vorliegende, 3 enthaltende Theil ist daher gleich 


(6. /ö/5 Bcos’endn 
” ) u, (s?— b?) cos’n + (s?— ce?) sin’n ° 
wo auch Bcos®n eine ganze Function von cosn und sinn ist, die wir für 


den Augenblick mit f bezeichnen wollen, dividirt durch das Product (ey)“#. 
Indem man 





1 
((s’— 6°) cos’n+ (s?— ce?) sin’n) (ay)“ h” 
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in der Art zerlegt. wie es (F‘) vorschreibt, zerfällt dieser Bruch in zwei 
Theile. von denen der eine 








K 

(4) —_ — 

s° ((s’— b*) cos’ + (s— ec?) sin’) 
ist. der andere eine Summe von Gliedern der Form 
DM ame 
s’(p cos’n+qsin’n)' 
Es bedeuten o und z ganze Zahlen, A, p, y von s unabhängige Grölsen. 
“os 1 nen R n . se 
Da / — = ran > 50 läfst sich in dem Theile, der aus den Gliedern (J.) 
s' (—-1) r?- 


N 


für (@.) entsteht, die Integration nach s und » ausführen, und es bleibt nun 
noch mit dem Integralzeichen der Theil, welcher aus dem Gliede (#7.) ent- 
springt, behaftet. Es ist derselbe 


Kf- Os J fdn 
. sJ/ ("’— b*) cos’ +(s°— e?)sin’n 
r 0 


oder (da das Integral nach ; eine rationale Function von y(s®— 5’) und 


di m av . ds 
u" A 
7 


wo ı eine nach y(s—b’) und y(s’— ec’) rationale Function bezeichnet. Es 








1 (s°— €) sein wird) 


ist also das einzige unausgeführte Integral ein elliptisches. 


’ ” 


Wir kehren nach diesen Abschweifungen zur Formel (5.) zurück, 
vermittelst welcher wir leicht die Anziehung der ellipsoidischen Schicht, deren 
Dimensionen am Anfang dieser Abhandlung angegeben waren, auf irgend einen 
Punct finden. Hier mag nur der Fall betrachtet werden, dafs der angege- 
bene Punet ein äufserer ist, d. h. über die gröfsere Umhüllung der Schale 
hinaus liegt, indem der Fall des innern Punctes sich auf eine ganz ähnliche 
Art erledigen läfst. Um die Formel (5.) mit der darin gebrauchten Bezeich- 
nung anwenden zu können. nennen wir die rechtwinklichen Coordinaten des 
angezogenen Punctes x, y, 2, die eines Punctes der Schale x,, Yı, 2ı- 
Führen wir auf die zu Anfang bestimmte Art Polarcoordinaten ein, so wird. 


wenn wir zur Abkürzung 


6.) A=in —b)(r — e) cos’0, +risin’4,((ri — 6°) sin’y, + (ri — €) cos’ ,)y 








1 
ge 


6. Heine, Theorie der Anziehung eines Ellipsords. 


setzen: 
sind, 06, BL or, 


a a Fe Year 3) er 


Die Dichtigkeit der Schale im Puncte &,, Yı> 2ı> ee mit A, entwickeln 
wir in eine Reihe 


KXt. ++. 


deren Glieder zur Classe jener Functionen gehören, die nach cos #,, sin®, cos y, 
und sin, sing, rational sind und deren ntes Glied A, der Differentialgleichung 


ax, 
& (sind, © ey 
1 EI 1 16) A, In(n - 1)X, =— ÖV 


sin 6, 6, r sind Op? 
senügt. Wird noch 


’®o zn 7 An Zn sind, tel’) 
= f dr, dp, Ye? —0°) 2) a ag 
0, 0 0 4 


gesetzt, so ist das gesuchte Potential der ellipsoidischen Schale (in Bezug aul 
den äufsern Punct x, y, 2), welches wir mit V bezeichnen. 


Q) VY=NY-HY+--+Y,+--- 








Die Form von Y, ist noch einer Vereinfachung fähig, indem bekanntlich 
mzn 
“ r BEE s Y I \ . 
8) X, = IP, (cos#,)(F,„(r)cosmp,-- P„(r,)sinmg,) 
m.) 
gesetzt werden kann, wo F' und & von der Massenvertheilung abhängige 
Functionen sind. Erwägt man, dafs 


n REN > 
‚ 2 Be 
I (P,, (cos 6)) sind00 —= On 1)A,, 


ist. so findet man für Y,, folgenden Endwerth: 





gq a u= n 
| 


- PER [ 
(9.) ve Er „„(c0s 6) {eospp X «, Wr) +sinpp EP,wi(r)}. 


n ) 
p=Vı 0 il) q=] 


für p—=0 und 9=0 die Hälfte des betreffenden Gliedes genommen, wenn 
ce und ? durch die Gleichungen (für m —=0 ist nicht die Hälfte zu nehmen) 
mn m U,0 (tr) dr 
0) „==, 
0) @, J7 


mu Kn,m r?—b?)Y(r®— ce?) 


m=n im (© u”r(r)Dn(r)dr 
3 a. = 3% / f 
( ) n q mi Kn,m 0, v(r®—b*) vy(r’— ec?) 














definirt sind. 
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Wäre nicht, wie eben angenommen war, die Massenvertheilung in der 
Schale, sondern der Werth des Potentials V für eine der Oberflächen, z. B. für 
r— 9, gegeben, so würde man durch Auflösung linearer Gleichungen den 
Ausdruck von V für jedes r, welches gröfser als o, ist, aus vorstehenden 
Formeln leicht finden können. Denn da V für r==o, bekannt ist, so ist es 
auch Y, für r = o,, also auch 

g= 


a, (0) 


gt) 
und 
ne 
= P,wr (00); 
u 


für jedes p. Durch Auflösung der so entstehenden linearen Gleichungen erhält 
man die & und ?, welche, in (9.) gesetzt, den allgemeinen Werth von Y,, und 
vermittelst (7.) den von V verschaffen. 


* * 
* 


Zum Schlusse dieser Untersuchung wenden wir in unsre Formeln auf 
ein volles homogenes Ellipsoid mit der Dichtigkeit 1 an, dessen gröfste Achse 
o, sei. Behalten wir die frühere Bezeichnung bei, so ist A,+-A,—+ -- jetzt 
die Reihen-Entwickelung von A selbst (Vergl. Gleichung (61.)). Es ver- 
schwinden dann alle X aufser X, und A',,. und man hat 


A= X+1X, 


X, = Hy —D)yrR— ec) dr vor —)yIr — e®)) 


dr, 
A, — 12” —ri(b’-.c)) P, ,(c0s6) +4(6’— c*)rı P..(cos26) cos?2y. 
Betrachten wir zunächst Y,, so ist 


, Ar, V(r} —b°) Y(r} — c?)) 
’ 


Fr) = ty —B)yY(r—c 
of 3 yı9ı II ) dr, 








während die übrigen F' und alle & verschwinden, so dafs (9. und 10.) den 
Ausdruck 

Y, = 4Wy(r).oyo —B)ylo— €‘) 
liefert, woraus (mit Berücksichtigung des Werthes von W, den man durch 


die Gleichung 





x dt 
J (+ yir’— 6°) cosn.4(e+e)+ey(r?— ec?) sinn.4(et —e”)) 





ıT N 
2 2/ os 
I Kk—b°) cos’n+(s?— c”)sin’n 
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erhält). hervorgeht 


L . ds 
‘ / FREE 7 © 2 ee: NEE 
(12.) Y,—=4 Tyan — ec / vis°— b’)y(s’— ce”) 


r 





Zur Berechnung von Y, hat man 
Fer) = 1@be—_r®+0), Bo) = ib rt. 
während F', und alle & verschwinden. Ferner ist 
U)\(r,) = nborn VW" — ec), Ur) = 4(narı —W—c)). 
Ur) = UXr,) = }a(® 6), 
Es wird also «, und /5, gleich Null, dagegen 


/? 


= Habt ara — c 
0, — sa b)oYyo by — €, 
und hieraus 
r, — — Ino,ylo—b)ylo—c‘) AP, (cos) ((b’--c)Wi\ir,)- ("’—ec)W; 
— 4 P, ,(c056) cos?y ((b’--e) Wi (r)+("—ec)Wir, 2 
oder. wenn man für die W’ die Integral- Ausdrücke setzt *). welche (4.) 


dafür angiebt: 
\ Rt 
Y,—= 4(oylo — P)ylo— €)) —P;,(cos# /(b’cos'n- e sin’n)dnx 
0 


di 
(FFVO—Dyeosn er Fed FIVE en Keen) 
—T. 





a2ıT 


+4 P;,(cos#, cos ” (b’ cos’, + €’ sin’n)dn X 


! 





SE Kette ! 
(r+Yy(r?—b°) cosn .4 te )+iy(r— e?)sinn.z(e— e'))*) 


Durch die Mittel, die unter (III.) angegeben wurden, verwandelt man diese 
Doppel-Integrale in einfache, und erhält dadurch 


(13.) Y, = — TO.Y (0, — Sul f wa —s )ds 


— (ste) 


r’— ec’ r—bD"\) 


+P; 0080) 00024 ur Ser u en erh 











*) Wenn man die Doppel-Integrale, durch welche die W definirt sind, zuerst in 
elliptische verwandeln, und dann in Y, substituiren würde, so wäre das Verfahren für 
unsern Fall etwas schwieriger, und erst dann bequemer, wenn eine Tafel der W für 
eine Reihe von n bereits berechnet vorläge. 
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Durch Addition von Y, und Y, findet man V, so dafs unsere Aufgabe gelöst 
ist. Will man von unserer Form auf die einfachere, von Dirichlet gegebene. 
kommen, so setze man für P,,(cos®) und P,,(cos#) ihre Werthe, die resp. 




















cos’#— ! und sin’# sind. Dadurch erhält man 
3r’cos’d ” 
‚ 7 o— bh’ 2 7 11 I 
oy\ Y 7 V(s” — (s‘ 9) s” zur 
1 cos’ -- sin’® cos %« eye re -)t 
7 ı f ee s? h° ( 
Da 
0s29( sucE Ba A 
c _ — 
F s’—.c? ””— ec” 
2 2 2 2 
"—b ı re 
5 - a) 2 (or > c08° + sin? 4) 
ist, so geht das Integral von r bis in 
7 ds (1 r’cos?’d (r?— b’)sin’dcos’g en) 
y(?— 5b?) y(s®?— e?) r" (s’—b°) (s?— ce?) 


Due 4 


ds 7” —b°) E Mi 
u v(s— b’)y(s’— ce’) rn I 8 _.? 4% 1) 





über. Man mans sich leicht davon, dafs das mit sin’# multiplieirte Inte- 
oral verschwindet, so dafs schliefslich erhalten wird: 


: x” y‘ 22 8 
’ ern) (6 #) (ne mr — 5b! -_. — ce?) (1— PL “ya > Bub ser ; ) 


Bonn. im Januar 1851. 
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Note sur lexpression (((@)') ) et les fonetions 
inverses correspondantes. 


(Par Mr. F. Woepeke, docteur agrege A luniversit@ de Bonn. ) 





j 5: 

n appliquant a l’exponentielle le prineipe qui conduit de la somme 
au produit, du produit a l’exponentielle, on parvient a deux genres diflerents 
de fonelions, parceque la somme et le produit sont symelriques par rappor! 
a leurs deux elements constitulifs, tandis que l’exponentielle ne l’est pas 
Designons done les expressions 


Br} ei ai 
((a)")" et u d | 


et a, m etani le nombre des repetitions de l’element «. 


- 


Y m 


) 


Dre 


par « 

L’exponentielle «" n'est effectivement que produit ou quotient. tant que 
l’exposant est un entlier positif ou negatif, la base ctant quelconque. Elle 
prend un caraelere parliculier, essentiellement different des fonclions inferieures. 
des que l’exposant cesse d’etre un nombre entier. Dune maniere analogue 


on obtient 


oe—m—] 
s ‘i) 
| r (wu re } 


22 m-ı ii - A. ay—| 
(1.) BR a“ )e Uo= Bu R 


m ‘ 
> 


«+ etant une quantite queleonque, reelle ou imaginaire, excepte zero, el m elanl 
m—N\ 


un entier positif, ou negatif, ou zero. L’exponenlielle a) represenle une 
seule de ses valeurs, et u,. 14, 1, etc. expriment successivement 0 el tous 
les entiers posilils et negalils. 

Dans les cas de m negalif ou zero, il suffira de remarquer qu’on a 





Pi 
| 1 ww 





a\“ 
! . . ( er 
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m etant le nombre des repelitions de « dans le premier nombre, laquelle 
formule est analogue aux formules (((@a— a) — a) —a) — :-::—= al? — m). 
((a:a):a):a):----=ut", et 
a 
(3.) ya = 

expression qui me parait susceptible d’un emploi ulile dans le calcul de ces 
lonetions. 

Dans le cas oü a est un entier positil ou negatil. le second membre 
de lequation (1.) devient identique avec 


Re = 
(a) Blu. iay- 


a ‚et ' 


n—ı 


“), celte derniere expression repre- 
(a” a 


ce qui a son tour est idenlique avec «a 


sentant toutes ses valeurs. Or comme «4 represente une serie developpee 


suivant les puissances de m, qui ne cesse pas d’avoir un sens preeis lorsque m, 
au lieu d’etre entier posilif ou negatif ou zero. devient une quantite reelle 


ZZ 


‘ Fexpression «, 


. . . . rg» . ( n—\ 
ou imaginaire quelconque. on est en droit de definir par a“ 


a etant un entlier posilil ou negatif, et m etant une quanlite reelle ou imagi- 


m 


naire queleonque. Dans le developpement de « suivant les puissances de im, 


nn 


m" aura pour coelfficient 


rn (7 
u Br. Pr. * 


N. 





ulv—n)! 


2) ven 


m—L 
2. ), si par celie expression 


D’un autre cöte on voit aisement que « 
ou represente loutes ses valeurs, ne sera plus identique avec le sesond membre 
de l’equation (1.), pour un # r&eel ou imaginaire quelconque et un m entier 
positif ou negatil ou zero. 


Les valeurs de l’expression 


n+1 
a ( - >) 6 ) 
ae L 2 \ zZ (u, ar), ay—l 
a .e u 


oA) 
y 


comprendront necessairement celies de l’expression 
a ge Hn—I 
loga.a”" "+2 5 (ur, ay-1 
0 en 
e 2 z 


m--n 


"a 
qui evidemment implique l’expression «a, telle qu’elle a ete definie par l’equa- 





a a 
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tion (1.). Donc, en posant une fonction f(x) qui dans toute sa generalite 
satisfait a la condition 





R a ri & 
zii 2 (ı )y ay—! 
. +... x108 l er 
fün+n) = fan, „le | 
ou bien 
®, \ v log! f (n +1) 1)} , ozm u 
(4) logffimn)} — log tfan))- EL -ä Zr .ayıayl, 


cette fonclion comprendra l’expression definie par l’equation (1.). Supposant 
Ama 
f(x) developpee en serie (x) —=FÜ),.r;: celle serie aura un sens preeis 


AV 
pour un x reel ou imaginaire, tandis que la definition de l’equation (1.) 
n’admettait pour »» que des valeurs entieres positives ou negalives ou zero. 


C'est done cette serie qui representera l’expression # dans loute sa generalite. 
Voiei une propriete des coefficients de cette serie. En designant par 
4, Vexpression 











1 / drlog f(x) A Ü,. U SO 
N ) qui sera de la forme — EB nn kn mn Eh —, 
o! d.a® vu Ü, o!(C,)® 
g desienant une fonction des elements C,. Ü,..... C_,. aleebrique entiere 
/ ken) / .% o—1 le) 


et du degre o, on aura: 


u!o! l e— (w+e)! 
(z A. »)A, or Au; 0)? 


(“u+o)! loga\,—, vlo! 





en exceptant le cas u—=0, 0—=0. Dans ce cas il faut encore diminuer le 


ozm 


second membre de la quantite 2) =( 3 u,,.a) ayl. 


= 


Pour l’usage d’un calcul dans lequel ou emploierait la notation ci-dessus 
indiquee, on peut etablir des formules telles que les suivantes: 


n 


mtr „n— u b(im-1)-HIN I 
ie a ) Na je On 
a DM ;- .( ,) - 2 Sue 2,” 


\ 








(m ge '+b > m + a"! (+) 
. er am ” = 
e _ ers Dr ME ke 
— n [71 ——— ad B« ad = Tr log Tri, 0g \u)/) a 
er L n,.ar+!1 
nd+ a ER al 


da 


*) Ce qui donne immediatement ya = | a, ya) = ua, Ya=a. 





ax‘ 
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On peul obtenir ces formules en employant la suivante: ee 


m rn 
m—L 


’ - a a i ( ) a a” 
ımi derive immediatement de la relation «“ — (1a) .P.e.loo\ «a 
) | 


x 


PR = > wi 
a log\ ) u log( a) == log Ka \. 
2. 
En posant @e = 4, je me sers de la nolation YA= a, definie par 


"equalion 


m 


"U 
(j h) == 
7 ah i dh ua in ' j 
De h=a on re — = h.a”i1-+(m—1)loget. de sorte que, si m esl 
da 


un nombre posilif entier ou fractionnaire plus grand que l’unite, tandis que 4 


ceroit successivement de +1 a -—- x, «a, ou jyA passera egalement par toutes 
les valeurs successives depuis —-1 jusqu’a — x. 
ä : E ae 2 nr 
D’un autre cöle. de « — Ah il suit 
loga — bogh. "ee, 
el par consequenl. en posant loga—=y, ogh— x, e'”"’—Kk, on a lequation 
(A) - va 


dont la plus pelite racine y est en verlu de la formule de Lugraunge 


OR 





> u Di 
’ : D: 
ol 
cest a dire 
nn, den i—m!e)! 
(8.) Y; z=(oe +1) (i — Bun er 
i oz 0: 
n mi 
ei comme y==log(y%). e' sera une des valeurs de yA, cette valeur de 


j kı pourra etre representee sous la forme d’une pwissance de h, puisque 
e a. 





a 
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Le (u-+-1)"" terme de la serie s, divise par le «”" terme. donne 


u -: v—l i 
(- 4 ) ‚A—ım).®, 
u | 
w+1 
u 
liniment, la serie s sera convergente des qu’on a (1—m)logAh — 








u—l 
et comme le coefficient ( ) converge vers e, tandis que u croit inde- 


& de- 





) 
e-+E 
signant une quanlite Ires petite. C’est a dire, il faut qu’on ait 


ma 
h ara: 1: em Dera|, 








_ dn n 1 
Posant e"t9 — nn, ete=c, on a — = -; done n 
dm — ce (m—1)' ' 





est une fonction continue de m, tant que zn est une quanlit& enliere ou fraction- 
) aa 1 1 

naire plus grande que Funite. Pour ma —=1--—, on ah=—, et pour 
EE © x 

m—x on a A=1; done il correspond a chaque valeur de A, comprise entre 


0 et 1, une limite superieure de m, comprise entre 1 et © et determince par 





” 1 
l’equation m = 1— ui est telle qu’en designant par »r, une valeur 
.. (.e+2)logh 1 1 oa. 
de »#» comprise entre l’unit& et cette limite, la serie s sera convergente pour 


s.loe h 


chaque combinaison 4, m, et fournira de cette maniere une valeur e de 


mh 


l’expression jyh pour des valeurs de 4% comprises entre O et 1. 


La formule (7.) de la notice de Mr. Kisenstern, inserce dans ce Journal 
vol. 28. page 50, lorsqu’on y fait m —=1, s’identifie avec la relation (B.) 
obtenue ci-dessus. Comme il s’agissait ici d’exprimer en Aetx,yala 
premiere puissance seulement, et non a une puissance quelconque, on obtenail 
la relation (3.) d’une maniere plus directe que par le procede d’ailleur tres- 
ingenieux de Mr. Fäösensteın. Mais on peut maintenant se servir de la for- 


mule (8.) de Mr. Kisensteen pour developper yh en serie suivant les 
m 


purssances de m. Car, en vertu de la relation a=yh, cette formule. 
lorsqu’on y fait A=1, donne 





wvh = 


e=U 


or en kuss o—1 ' 
>> ( m ie) (log Air, 


d’ou il suit immediatement que le coefficient de la puissance »»” dans le deve- 














a\“a 
SS 7. Woepchke, note sur lexrpression Kay) ) 


loppement suivant les puissances de m, sera 


{- | yrı u " ie (0o-+ 1 )le- (n+1)] 


' — j = _ ı! 
n. oe=n+1 ‚0 (n H1)}! 








(log Ah). 





De la m&eme maniere qu’on exprime la racine y« par l’exponentielle 


l a 


a", on pourra ramener a la forme a la fonction inverse qu'on vient de 
discuter. Pour cela. il n’y a qu’a determiner 5 de sorte quil satisfasse a 
"equalion 


m 


m 


ep 


I 


En employant une des formules presentees a la fin du paragraphe prece- 


dent. on a 


m 


&-1 
st(m-Hh 


Fa 
er EN: 
(7 ) en hi 
On aura done a faire S-- (m —1)A"—=1, ou, en posant <—l1=v, 1 mw: 


(C.) = w.h. 


Nous venons de discuter cetle equation. Pour sa plus petite racine on obtient 











0% ) 0% o—1 01 ) 
’ je a we i En = ge! (log hye!i— m): 
(D) m I (ologh)""-—, c’est a dire 7, = 3 e =— 
wi 2 o=l1 0: 
f 0? ge-1(1— m)e-!(loo Ah)? 1—m 
Mais on avait y— x &— =—, de sorte que 1,= Yu — OU 
N Zu D. e r log h 
r e . pp: . 2 
2, = Done = »,+1 sera une valeur qui satisfait a lequation 
In 
h — yh. 
Ce resultat peut elre verifie aisement de la maniere suivante. On a 
s (304) (ho) 
mu == A 
; . . . \ 4. . . ' 17 
Or »,, etani une valeur qui satisfait a l’equation (C.). on obtient A —— 
w 
7 = 
= 7 — 5; done A — 4. Mais on a vu ci-dessus que 4’ represente en 


m 


elfet l'expression Wh; done A= M hc.qg.f.d. 








er 
7. Woepcke, note sur lexrpression (RP E ) Sg 
m 
Nous venons d’examiner la fonction qui, dans l’equation a=h combine 
m et h pour produire «. Quant a l’autre qui produit »» par la combinaison de 
a avec Ah el a laquelle correspond le logarithme dans la sphere de l’expo- 
nentielle, elle n’offre rien de partieulierement remarquable. En nous permeltan! 
lemploi de la nolalion llog%, que nous definissons par l’@quation 


a 
loc 4. 
Pr 


==, 


a da 


on a llog4 = log (logh)--1 ce qu’on peut eerire aussi 


ON ( 
a, 


Ilog h= log Nog AN. 


RRemarque. Le principe qui de la somme fait naitre le produit. du 


m m 


produit l’exponentielle, de l’exponentielle les fonctions « et a, ne conduit ä 
aucune observalion partieuliere, si on l’applique aux fonclions inverses. Cela 


est evident pour la soustraclion et la division; quant a la racine et au loga- 


(2) 


rithme. on a 








f er ı = nn m-—Li 
ER ren: - Ya, | 
f | ya = 4, 7 d = 4“ 


expressions du genre de celles qui ont ete deja produites par l’application du 
prineipe a la foncltion directe de l’exponentielle, tandis que les expressions 


a 
loga 


—_— 


log a 


log «4 
nn 


a a a a a 
log(log .... log(log (log«#)))., log a 


n’ont pas de sens analylique, parceque l’une implique le logarithme de 0, 


2m 


4 


’autre le logarithme rapporte ä la base 1. Je fais observer que @ conduil 
egalement ä la premiere de ces deux expressions inadmissibles. 
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Rien ne s’oppose a ce qu’on applique de nouveau le principe aux 


fonclions « et a. Mais on voit qu’a parlir de la, les fonctions directes du 
meme ordre se multiplient, de sorte qu’a partir de l’ordre de l’exponentielle, 
il existera generalement 2°”) fonctions directes de l’ordre n, et Aa chacune 
de ces fonelions correspondront deux fonctions inverses. 

Des recherches plus etendues permettraient de reconnailre si des fonctions 
du meme ordre peuvent eire ramences l’une a lautre, ei de quelle maniere 
on pourrait y arriver. J’observe par exemple que l’expression discutce par 
Mr. Kisenstein dans la nolice eitee ci-dessus, est le cas particulier de la 


rn 


lonelion a qui correspond a m =»; el ce cas conduit, comme on l’a vu. 


a des formules qui rentrent dans la categorie de la fonction A. 

Peut-etre ne sera-t-il pas inutile de remarquer que les fonctions des 
ordres superieurs presenteront des rapporls qui ne peuvent etre exprimes par 
des operations inferieures; et que, de meme qu’il existe des lois naturelles 
qui ne s’auraient @tre representces que par des fonctions exponentielles, et nulle- 
ment par des fonctions inferieures ä celles-ci. il pourrait exister dans la nature 
des forces, agissant suivant des lois qui ne sauraient @tre convenablement re- 
presentces qu’ä l’aide des operalions superieures dont on vient d’indiquer l’eten- 
due infinie. 

Paris. mars 1851. 











9 


8. 


Nachricht über Jacobs wıssenschaftlichen Nachlafs. 
(Von @. Lejeune Dirichlet.) 





Bau nach Jacob?'s beklagenswerthem Tode hat mir Frau Professor 
Jacob? mit einem mich ehrenden Vertrauen den eesammten wissenschaftlichen 


> 


Nachlafs meines unvergefslichen Freundes übergeben. Um zunächst eine allee- 
meine Übersicht über denselben zu gewinnen, war es erforderlich, die zahlreichen 
Handschriften des grofsen Mathematikers nach den Gegenständen zu ordnen. Dieses 
(reschält, dem ich mich, gemeinschaftlich mit Jacobr's hiesigen Freunden, den Herren 
Borchardt und Joachimsthal, unterzogen habe, war nicht ohne Schwierigkeit. 
da die Manuscripte, wahrscheinlich in Folge wiederholten Wohnungswechsels, sich 
in grofser Unordnung befanden und die einzelnen zusammengehörigen Bogen oder 
Blätter, gewöhnlich ohne Pagination, nicht selten mühsam aus verschiedenen 
Convoluten hervorgesucht werden mufsten. Sobald diese vorläufige Arbeit be- 
endigt sein wird, in deren Ausführung wir durch die momentan hier anwesenden 
Herren Aummer und Rosenhain unterstützt worden sind, sollen die Hand- 
schriften unter des Verewigten Freunde, die sich dazu bereit erklärt haben, zum 
Behufe einer ins Einzelne gehenden Durchsicht vertbeilt werden. Es hat sich bei 
der vorläufigen Anordnung gefunden, dafs nur Weniges völlig zum Drucke bereit 
ist. Meistens liegen wiederholte Bearbeitungen derselben oder nahe verwandter 
Gegenstände vor, die offenbar, wenn gleich jede Zeitangabe in den Manuseripten 
fehlt, selfr verschiedenen Zeiten angehören. Es werden diese Bearbeitungen mit der 
grölsten Sorgfalt durchzusehen und zu vergleichen sein, um auszumitteln. welche 
der früheren durch die späteren überflüssig geworden sind, oder was aus jenen 
herauszunehmen und in die späteren an geeigneter Stelle einzureihen sein wird. 
damit der Wissenschaft nichts Wesentliches von des grofsen, unermüdlichen For- 
schers Schöpfungen verloren gehe. Die zur Veröffentlichung geeigneten Abhand- 
lungen werden im gegenwärtigen Journal gedruckt werden, in welchem, mit 
Ausnahme der beiden besonderen Werke: „Fundamenta nova ete.” und „Canon 
arithmeticus”, fast alle Arbeiten Jacobö's zuerst erschienen sind, und sollen später 
gesammelt werden; wie er dies schon selbst durch die Herausgabe des ersten 
Bandes seiner Werke (Berlin bei G. Reimer, 1846.) zu thun begonnen hatte. 
Neben der Herausgabe der von Jacob; selbst verfafsten Abhandlungen be 

absichtigen seine Freunde, die wichtigsten der von ihm in Königsberg und hier gehal- 
tenen Universitätsvorlesungen der Öffentlichkeit zu übergeben. Allen. die an den 
Fortschritten der mathematischen Wissenschaften Interesse nehmen, ist es bekannt, 


Fa 
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welchen Einflufs Jacob? auch in seinem Berufe als Universitätslehrer, dem er sich 
steis mit besonderer Liebe und dem seltensten Erfolge gewidmet hat, auf den 
erolsen Aufschwung geübt hat, den die mathematischen Studien während des 
letzten Vierteljahrhunderts in unserem deutschen Vaterlande genommen haben. 
Wenn jelzt die Kenntnifs der höheren Analysis unter uns in einem Grade verbreitet 
ist. wie zu keiner früheren Zeit, wenn zahlreiche jüngere Mathematiker die Wis- 
senschaft in den verschiedensten Richtungen erweitern und bereichern: so hat er 
an einer so erflreulichen Erscheinung den gröfsten Antheil. Fast alle sind seine 
Schüler gewesen, selten ist ein aufkeimendes Talent seiner Aufmerksamkeit ent- 
sangen. keinem, sobald er es erkannt, hat sein fördernder Rath, seine aufmun- 
ternde Theilnahme gefehlt. 

Damit einer so erfoigreichen Lehrthätigkeit, welcher der Tod ein so 
[rühes Ziel gesetzt, wenigstens die Nachwirkung erhalten werde, die das gedruckte 
Wort in Ermangelung des lebendigen gesprochenen hervorzubringen vermag, 
werden die Freunde des Verewigten seine wichtigsten Vorlesungen in genauer 
Reproduelion durch den Druck veröffentlichen. Sie sind der Überzeugung, dafs 
den Jüngern der Wissenschaft kein wirksameres Bildungsmittel in die Hand 
gegeben werden kann, als ihnen die Vorträge eines schöpferischen Geistes dar- 
bieten, der es sich zur besondern Aufgabe gemacht hatte, seine Zuhörer bei allen 
schwierigen Untersuchungen in den Gedankengang der Erfindung einzuweihen. 
Da Jacob: seine Vorlesungen immer ganz frei und ohne Benutzung einer schrift- 
lichen Ausarbeitung gehalten hat, so enthält sein Nachlafs, bis auf wenige kurze No- 
lizen, zwar nichts von seiner Hand, was auf seine Vorlesungen Bezug hat: dagegen 
linden sich in demselben sehr genaue Nachschriften seiner bedeutendsten Vorlesun- 
gen. welche von mehreren seiner ausgezeichnelsten Zuhörer herrühren und die er 
seit Jahren sorgfältig gesammelt hatte, theils um sich später dadurch die Vorbereitung 
auf seine Vorträge zu erleichtern, theils um sie bei der Ausarbeitung von Lehr- 
büchern zu benutzen, deren Herausgabe er beabsichtigte. Mit Hülfe dieser Nach- 
schriften und anderer von gleicher Genauigkeit, die ihnen zu diesem Zwecke zur 
Disposition gestellt worden sind, werden Jacobrs Freunde im Stande sein, seine 
wichtigsten Vorlesungen mit grofser Treue zu reprodueiren. Es können von diesen 
Vorlesungen, die in einzelnen Bänden erscheinen werden, hier vorläufig die fol- 
senden: 1’. die über die Theorie der elliptischen Functionen, 2°. über die Kreis- 
theilung und ihre Anwendungen auf die Zahlentheorie, 3°. über die analylische 
Mechanik, und endlich 4°. über die allgemeine Theorie der Curven und Flächen 
venannt werden. Bei einigen andern von geringerem Umfange bleibt die Ent- 


scheidung. ob sie zu drucken sind, noch vorbehalten. Berlin, im August 1551. 


uESRTNE TI IBERS- + arm —— 
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Jacobi m Roma. 


( Articolo necrologico. ) 


(Estratto daglı Annali di Scienze Matematiche e Fisiche pubblicati in Roma. Marzo 1851.) 


S. l’annunzio della morte dell’illustre Jacobz, mancato nell’ ancor 
fresca ela di 46 anni, ha vivamente afllitto tutti i eultori delle matematiche 
per essersi eslinto, cosi innanzi tempo, il piü grande o almeno uno de’piu 
grandi luminari che si avesse la scienza, non € a dire di quanto dolore abhia 
coslernato gli amiei suoi, e tutti coloro che hanno avuto l’occasione di ammi- 
'arne, insieme coll’altezza dello ingegno, la semplieitä et la bonta del cuore. 
Alfabile, cortese, amabile e spiritoso nel conversare, di fede incorrotla, disin- 
ieressalo, amico leale, sposo tenero e padre eccellente, egli era un vivo 
spechio, uno splendido esempio di virtü domestiche e cittadine. Queste belle 
e rare doti dell’animo noi avemmo la sorte di conoscere ed amare in Lui 
allorche, viaggiando per Italia a cagion di salute, si trattenne qui in Roma 
per oltre a sei mesi in compagnia de’suoi illustri amiei e colleghi sigg. Dirichlet 
e Steiner, dall’ottobre del 1843 fino all’aprile del 1544. Ei ei sta tuttora 
presenle (o! dolce rimembranza) con quella sua maestosa persona dalla fronte 
omerica e dall’occhio vivace e penetrante; ancora ci par di vedere la gioja 
che gli brillo sul volto quando, nel visitare la preziosa biblioteca matematica 
del ch. prof. Tortolint, vi scorse un esemplare della sua grand’ opera Fun- 
damenta, ed il giornale del sig. Crelle ove ha depositato tante ammirabili 
produzioni dell’alta sua mente! Ancora ci suonano all’ orecchio le parole onde 
egli esternava la sua ammirazione ed il suo affetto per la nostra Roma, che 
volentieri avrebbe scelta a sua palria seconda; e le parole onde commendava 
la nostra bellissima lingua nella quale si volle provare di scrivere. E scrisse 
egli tedesco in italiano, e, chi, lo crederebbe? scrisse non senza grazia, pro- 
priela ed eleganza, come ne fanno testimonio tre sue importanti Memorie, e le 
libere traduzioni di una Memoria del sig. Aummer, e di un’altra del sig. Steiner, 
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inserite nel giornale arcadico (tomi 98 e 99) *). Ma di ciöo non € da ma- 
ravigliare; poiche sappiamo che sino da’piü teneri anni ei fe conoscere, 
simile a Pascal, di qual penelrazione e vastitä si fosse la sua mente, accop- 
piando allo studio delle seienze esatte (delle quali poi ha tanto servito al pro- 
oresso, versando nelle loro profonditä tesori di nuova luce) la coltura delle 
lellere greche e laline, e delle piü nobili tra le moderne, non discaro alle 
muse avendo piüı di una volla composto versi nelle lingue di Omero, di Virgilio, 
e di Alopstock. 

Ecco un breve cenno dell’uomo che tanto speravamo di rivedere tra 
noi, e che Ja morle ei ha rapilo per sempre, quando appunto il suo spirito 
era pervenulo a quella forza, malurilä e pienezza di se che suol produrre frutti 
piü abbondanli e piü perfelti. Nel dolore che acerbamente ei aflligge, non 
vogliamo rimanerci dal manifestare un desiderio, che sara presto adempiulo, 
non ne dubitiamo, ed © che, nella palria del gran Federico, si faccia verso 
il grandissimo geomelra Jacob? quello che per Abel giä fece il suo pieloso 
maestro, raccogliendo in uno Iutle le sue opere, tanlo edile e sparse nei 
ojornali quanto inedite, e formando cosi un immorlale monumento che sara di 
progresso per la scienza e di gloria per la nazione alemanna. 


A nome degli amiei di Jacobt in Roma. 


D. Chelin:. 


*) Memorie originalt. Sopra le funzioni di due angoli proposte da Laplace 
nelle ricerche sulla figura della terra. 

Sulla eondizione di egnaglianza di due radiei dell’equazione eubica dalla quale dipen- 
Jdono gli assi prineipali di una superlieie di 2”. ordine. 

Sul prineipio delliullimo moltiplicatore, e del suo uso come prinecipio generale di 
meccanica. 

Traduziont  Sulliequazione eubica per la quale si determinano gli assi prineipali 
delle superficie di 2°. ordine, per Aummer. 

Teoremi nuovi sulle coniche inserilte e eircoserilte, per Steiner. 
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10. 


Demonstration des formules de M. Jacobi, relatives 
a la theorie de la rotation d’un corps solide. 


(Par Mr. Somoff, professeur d’analyse a l’universite de St. Petersbourg. ) 


O. verra peut-eire avec quelque interei dans ce memoire la demon- 
stration des belles formules, relatives a la theorie de la rolalion d’un corps 
solide, que lillustre auteur des „Fundamenta nova theoriae funchionumn 
ellipticarum” a publices d’abord dans les comptes rendus de l’Academie 
des sciences de Paris le 30 Juillet 1849 (T. XXIX No. 5) et puis dans le 
Journal de M. Liouville. 

Je rappellerai avant tout les formules fondamentales de la theorie de 
la rotation d’un corps solide autour d’un point fixe, dans le cas ol aucune 
force n’agit sur le corps. Soient X,, Yı, 2, les coordonnees d’un point quel- 
conque du corps par rapport a trois axes fixes, dont lorigine O est le point 
fixe, autour duquel s’eflfectue la rolalion, et x’, y’, 2’ les coordonnees du 
meme point par rapport aux axes prineipaux diinerlie, passant par O0. De- 
signons par A, B, Ü les moments d’inertie relalifs a ces seconds axes, et 
supposons A>B>>Ü. Prenons le plan invariable pour le plan des x,, y, 
et soient: 9 l’angle 2,07, w l’angle compris entre l’axe Ox, et lintersection 
ON des plans «,Oy, et «’Oy’, enfin y langle NOx’. En posant 


0, = ar -+-bIy'+4cr, 
le ae 4 ar 
yı=ar-bdy-cz, 
a ee Str, 


on aura par les formules donnees par Kuler pour la transformation des coor- 


donnees: 
a = sin p sin w cos#--cosyeosyw, b = cos y sinw cosd— sing cos, 
a’ — sing cos cos6—cosgy sin, 6b" — cos cos ıy 6050 -- sin y sin w, 
„ . . 2 . 
1) a" — — sing sind, b" — — cosysin®, 


sind sin w, 


I 


! 


sind cos w, 
cosd. 
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Soient p, g, r les vitesses de rotation autour des axes Ox', Oy', Oz’, 
considerces comme composantes de la vitesse angulaire instantandce; / la valeur 
du moment prineipal des quanlitös du mouvement, et % la somme des forces 
vives. Cela pose, on aura 


Cör+(B—A)pgöt—0, Bög--(A—C)rpöt—0, Aöp--H{C-B)gröt—0. 











2. e 9.9 2.9 22 p) 
(2) Ap’+-By--Cr=h, Ap-+By--UOr=!t, 
| 2 B-Bh+(B—- OO 
(3.) m (A—-BJA j 
» __ P— Ah+(A— 6)Cr? 
(4.) us (B—A)B ' 
5.) d = — singpsind— "= —cosysind— Tl, "= 00-T. 
(6.) u -+y(AB).Cor 





YlE’— Bh+(B— 6) Or? || AR— UF (C—-A)0r] 
(Voyez le Trait& de Mecanique de M. Poisson.) 
La formule (6.) peut etre @crite sous la forme 


+y(AB) Or 
v(B—C)(4—C) Yir— 0)(P—r?) ’ 





(6.bis) ot—= 
si pour abreger on fait 


p_ Ah—P Bh— 


(A-C)C’ Ai (B-0)0 








Dans le cas consider par M. Jacob, on a Ak>l, Bh>!t; par 
consequent P et Q@ sont positifs et P> 0. Pour que Öf soit reel, on doit 
avoir >00, r’<-P; donc on peut poser 


r® — Pcos’e- Osin?e, 


e elant reel. Si de plus on fait 











» 4/09 _. „[A—C)(Bh—P) 
Lo en ‚„- '(B—(C)(Ak—P)’ 
on aura 
Ä ’ a __a/P—0 __ ,„/(A—B)(l’—Ch) 
Br ee x lies Y\BZ09MaM-9’ 
r —= P(i1—K’sin’e) = P4’(e,k), 
+y(ABC) O8 





.) “= TE DM -F IE 

Posant dans cette formule 
KB—-C\ AA—P 

(10.) BE u 


ABC BER 
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et donnant au radical le signe —, pour que le temps croisse avec &, elle 


devient 
jr 'eF: 
not = ———: 
gi Ate, k) . 
d’ou l’on tire . 
e 08 
ni-T = u 
7 r Aie, k) ’ 


r designant une constante arbitraire. 





La valeur nl-; 7 se trouve ainsi exprimee par une fonction elliptique 
de premiere espece, el c'est elle que M. Jacobi prend pour argument dans 
ses formules. Faisant n--7—=u, on aura 

€ — am(u), r” —= Pfam(uw,k), 


(11.) r— + (Ah—!®) '(Ah—P) yk'O,(u) 
(A—C)C (A—C)C 9) 





-Aam(u) — +Y; 


ou O(u), 9,(w) sont des fonctions bien connues, qui jouent un si grand röle 
dans la theorie des fonclions elliptiques. 
Apres avoir substitu6 cette valeur de r dans la formule (3.), on 








trouveräa 
Ah_R 
(?— Bh)+(B—C) (FZ-) dam (u) (B-C0)C 
Abus (ABA — A-D4 (Pam) — 0) 


Mettant ici 1— A’sin’am(w) au lieu de S’am(u), ainsi que les valeurs de P 
et A’, trouvees plus haut, on aura, toutes r@ductions faites: 
P"— Ch 














&_ 2a Ö .cos’am (Wu), 
(12.) (’— Ch) A —Ch) _/K H,(uw) 
p —+Y ZrIp, Pa ah KK) BE Ay 20 00 Area Ten 
De la m&me maniere la formule (4.) donne 
2 
RR = ER k”’sin’am(a) — Bein -sin’am (u), 
(P— Ch) Ch) Hu) 








ı=:| 8-08 sinn YkQu) 


Substituant ces valeurs de p, g, r dans les formules (5.) on les reduit 


par la a 


a a . 3 
(14.) a = — sayid=—=+t TY ga cos am(%) 








4 ,/Ad—Ch) /k HA, HA ( w) 
B + Y A NR 9m’ 
14 * 
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R nn cn He 1 /Be—Ch . 
(15.) "= — cospsind—— — a V=7 :sinam (%) 
—,4,/Be—ch Hi 
7 Er Ra 
TR 5, 1,/C(4k—P) 
(16.) ee = co0s® == + Y rz -Jam(u) 


\ 
+ 





Eü 
1 „/ C(Akh—P’) vho, (u). 
ER A—( 9 (1) 


Tels sont les cosinus des angles («’O2,), (y'Oz,), (2’02,). 
Les formules (14. et 15.) donnent 


A(B— 


(17.) typ = + | B(A— . 





-cotam (U), 


pour caleuler l’angle y, que fait l’axe x’ avec la ligne des noeuds ON. Le 


B—(C) 
facteur constant En 1-0) de cette formule est < 1; done on pourra poser 


'A(B—6) Se . 
‚Bao sin, designant par ? une quantit& reelle. M. Jacobi con- 
sidere ? comme l’amplitude d’un argument elliptique A’— a, rapporte au 


module complemenlaire A’; K’ etant l’argument complet relatif au möme module. 
On a ainsi 








"N FR. > ’ Rs an 
P=am(K'—a,k), K'—a -/ Zam FICHTE m K'-/ Team 2 Fr 
u 4  — En 
BE -S an TR m u; En m 
F itaz n __ ecosam(a,k) _ 7A(B—() 
sin? = sincoam(a, k) —= Iman — YBa-0 


De cette derniere formule on tire aisement les REST, suivanles: 

















2 N .. l „1, /B(®-Ch) 
4cosam(a,6) = I | B(AR—P) — Jam (a, k')? Jam(a,k) = Fi 7) B—C 
at EZ an 
cosam(a, k') — T Y ve sinam (a, k') — +5 : 
/C(Ah—P) | 


tgam(a, k') 





MN AU— A 


Passant du module X’ aA c. äd. de l’argument reel (a, k), a l’argument ima- 
sinaire (a2,A), on trouve (Fund. nova $.19.): 
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. iz Zus CtAh—V) I Hia) 
(18.) sinam(a,k) — ttgam(a,k') — ey- Arch 7 Dan’ 
j 1 /’ 41—C /h Hl, (ai) 
m), Ri = cosam(a,k)) [ A — Ch) F» Ga)” 
u A am (a, k') ./B(4—(C) , 9 (ai) 
0. A A . => / ma 
. he, cos am (a, A’) A(b—() k. 9a)’ 
ä ) 1 _/C(Ah—P’) H (ai) 
21. k) — u Ed as = 
En. rl FC YRH (a) 
par consequent 
/ TC _ Wk 6a) 1 
ES — Ayk Hla) A cosam(a) 
| "— Ch Jun. Iyk 4) (at) . AIam (at) 
(?2.) \ BB-5,: m. "HA (ü) DB cosam(a) 
/(Ah—P) i Ha) __ Er 
I C(A—C) ° iCyk H,(ai) Zul 
En vertu de ces expressions les formules (11. ..... 16.) peuvent eire rem- 
places par celles-ci: 
! (ai) H,(w) u: lcosam (1) 


4, I! 9lka)HAku) 
Em) Per: —-B H(a)9u) T- 
FR ! Hla)9,(u) 
.. TH (ai) ee 
Bi; : r Be 9(a)H,(w) 
ll ©; Beh 
Ä . Be. 9(a)Hlu) 
og, ei RR > — H(a)9u) 
"RER N Ha) 9 (u) 
A  —iHla)Ku) 


Les signes de p, 9, r et ceux des cosinus a”, b", 





EI Ha) O9) 


— Acos am (wi) 


be) 


! Adam (ai) sin am (1x) 








B cos am («') 


+ Itgam (ai) 4 am (u) 


be) 

















“ 


6 
cosam (%) 
cosam(ai) ’ 





A am (at)sinam («) 
cosam (ar) 





ie) 


toam (ai) Jam() 


’ 





ec" sont toujours les 


memes, et par dependent par consequent de la position des axes x’, y’, 2’ par 
rapport au plan invariable. Pour bien voir comment se meuvent ces axes 
des l’origine de l’argument a, nous supposerons =0 avec u—(, 


ı—0; alors on aura pour l’origine du mouvement: 


ce. ad. 











I an  P—Ch 

Er I Toosamla) ya Ü) 
y=ßd, 

er a / Ah. 

E— + zigam(at) — Ira 0° 
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. ! A , » .. j 
et a cause de y=0 ona "-Z=0: donc l’axe Oy’, a l’instant £=0, 


est dirige suivant la ligne des noeuds. Supposons, pour fixer les idees, que, 
le plan invariable etant horizontal, l’axe du moment Oz, soit dirige dans le 
sens de la pesanleur, et prenons la direction Ox’ au dessus de ce plan; 


alors x’O0z, sera — 90° et par suite «”’ negatif. Il faut donc prendre p 
l 
Acosam (ai) 

eroilre. on aura au commencement du mouvement: 





a lorigine avec le signe —, savoir pP = — Le temps allant ä 


l cos am (w«) 
Acos am (ai) ’ 





p — 
el comme cosam(a) diminue, l’angle «’Oz, diminuera aussi mais restant >90", 


= x . Pe K 5 . v . . 
jusqua KA, c.äd. jusqu’a = er La direction Ox’ a l’origine est 
t 


perpendieulaire a la ligne des noeuds; peu apres elle forme un angle aigu avec 
"une des direclions de cette droite, et un angle oblus avec son prolongement. 
Or un de ces angles est y, et comme on suppose YON—= z«’ON-+90°, on 
prendra pour g langle aigu; donc la direction de ON, äl’origine du mou- 
vement, sera opposee a celle de Oy’, et c’est ä elle que se rapporte l’angle w. 
Le temps / et l’argument a allant ä croitre, l’angle y'Oz, deviendra obtus; 
done on fera 
cos (y’0z2,) = D" — Aq Jam (ar)sin am (tw) , 


— 
nn — 


Abi cos am («i) i 





par suite 1 sera negatif. Les valeurs de p et g etant negatives, ainsi que 
B — A, le produit (B— A)pg sera aussi negatif; donc, en vertu de l’equa- 
tion (1.) on a 

Cor--(B— A)pgöt = 0. 


ou cr doit @tre positil. Or 











. / Ah—?”’ 
Or == +] 7Aa=C -k”sinam (wu)cosam (wu) ou, 
en 
ei comme sinam(w), cosam(a) et ©w sont positifs, il faut prendre 
/ Ah—!’ Higam( at) 
r — — jr -Jam(u) = — Jam(u), 
pour que or soit positif. Par suite 
2 ” Ur tg am (ai) 2 
(25.) ‘e = En cosd — —— ; - Jam (u) 


est aussi negalil: done la direction de Gz’ doit eire prise au dessus du plan 
invariable. 





10. Somoff, sur la theorie de la rotation d®’un corps solide. 101 


Cela pose, on aura 


cos am (w) 
cosam (ai) ’ 


‚ A am (ai) sin am (».) 
cosysind — _. 





(26.) sinpsind — 
La formule (25.) donne 
(27) sind = 





cos am (at) 


R 


cosam (ai) ’ 





en posant, pour abreger, 
R — y(1— k’sin’am (a?) sin’am (w)). 
Ce radical doit @tre pris avec le signe -—-, parceque sin® est toujours positil. 


l’angle # ne pouvant exceder 180°. Des formules (26.) on tire 


cosam (%) ‚Ilam (ai)sin am («) cosam(t) 


ER cos ZZ loop — ——— Be 
R >» RE ki » 5% Nam («i)sinam («) 











(28.) sinpg= 


Cherchons maintenant l’angle vw, compris entre la direction ON et 
une direction arbitraire Ox’, menee dans le plan invariable. Pour caleuler cet 
angle, on se servira de l’une des formules: 


u f nn ca [a « 
(29) ov—= ee a lot, rot Op— cosdow. 





La premiere fait voir que w diminue quand ? et « augmentent. Done, il laut 
compter cet angle ä partir de ON vers 0a’ dans le sens du mouvement du 
noeud N. La seconde de ces formules est la plus avantageuse pour calculer 
l’angle w. On en tire 
opy—rdt 

cosd 





La differentielle de la valeur tgy (28.) donne 


cos’poam(u) 
sin’am (u) Jam(w«) ’ 





et a cause de 
4” am (ai)sin’am («) 


R? 9 





oam(u) —= Jam(u)du, cosd’y — 


cela se reduit a 


Ip u ner 





Apres avoir substitue dans (30.) cette valeur de Op, ainsi que celles der e! 
de cos®, trouvees plus haut, on obtient 


PER idam(a)on lou 
RT K’tgam (wi) Un 
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Pour simplifier cette formule, il faut exprimer r en fonction de l’argument («). 
Or. en veriu des formules (20. et 21.) on a 


yv’B—-C) = | BA—E), er y(Ak—) — 


l,/A 
A Aam(ar) N 


wer. j 
V ig am (a2), 


et la substitution dans (10.) donne 
KA—Ü) igam(«ai) 


(3) 2= Tor "Im (ai) * 
par suite 
I iA dJamlaı) 
Cn 7 A—ÜC tgam(ai)” 





A e.Iam ( ir ie) io; 
a. = > 
i Igam(ai) \k’ Fe 57? 


ou bien aussi, apres quelques reduclions: 





(32) n ch“ sin am (ai) cosam (ai) Jam (ai) sin“ am(u)ou Ü Jam (at) . 
Le Zr ( I _— a s . [6 
1— h?sin?am (ai) sin?am (w)  A—C tigam(a) 


‘Jam (ai) 


Il est aise de voir que est la differentielle de logsinam(a2) par 





tg am (ai) 
rapporl a a; car 


























ologsin am («v) cosam(a@) cam(a:) oam (at) . ., 
— = — a — el 9 —— = :dJam(a). 
ou sın am (ar) ou oa 
done 
ologsinam(w) __ tJam(a:) 
0a  tgam(a) 
Or sinam(a)= a. done 
yk'(ai) 
39. iJam(a)  olog Hai) log Glai) 
rn) tvamia) ou üe ou 


Par une proprieie fondamentale des fonctions 


r 9] ) ni) ms 
Z(w) = hi 2. ud (Fund. nova $.53.) 


ou 
on 4 
hk’ sin am (ar) coS am (ai) Jam (at) sin? am(u) 


(34.) — Z(ai)+1Z(uw— a) —4Z(u-ai). 


I— k* sin? am (ai) sin?am («) 





En verlu des formules (33. et 34.) lexpression (32.) se reduit a 


. Ü loe H (ai) - Ü () 5 
iu EHE E10g Ola, 
A— ( ou A—C 04 


+ »IZ(u — ai) — Z(u-+ai)| ou. 





u+2?Z(ai) ou 
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Mais 
Li , oloe9 (at} . 2 olog (u — ai) ’ . oloe ut a) 
: Z(aı) = S ,„ Zu-—- u) = —— —, Z(u-+a)— ic Bach bad 
: ou ou BIT 

done 

’ C olog Hdaı) . Ä A oO olog&ar) . 

ow u a ou- — — _ 9u 

A—C ou  A—t oa 





.[ Oo log I (u — ui) olog Yu+ai)]. 
13 r ou 
” on ou 


Posant, pour abreger. 





\ 1 ologH (ai) olog 9 (ww) ) 
35 en N — u, 
( 3 I.) A—tC C oa cu 


et prenant lintegrale. on obtient enfin 
BEN | ‚ (ua — at) \ 
(36.) w+nu-D = Lilog (— —— 


Glu+ ut) - 
P etant une constante arbitraire. Pour la determiner soit w = w,. pour Vinstan! 
’==0. On aura 


| ng 4 lat) 
e... - Ä ae 12] oO - — () 
nrD Hilog (- (ai) ES) 








done D= —w, ei 
(u — ai) 
) 
vW—WV nu = 137los ). 
| s S\Ol(u-+ ai) / 
Posant 
(37.) vymtnu = v—y-+nnt — 2 


t passant des logarithmes aux nombres, on obtient 


Ye ART un. un en) —_ gi 
u — at) (u-+ ai) 


et par suite 


(38.) cos2 = Ku+a) — Inu —aı) 


iv Yu +a) Ya — ai)) 


u a) + u — ai) 
2y «tan —ai)) ' 








sin. = 


Par la formule (3.) du $. 53. des „Fundamenta nova” on a 


‚(O(u- a)O(u—ar)) 














en ‚(4 ksin’ am (ai)sin’am(w)) - Nase R: 
done 
\cos.2 _. 909 9M Fa) + I m—ai)] 
(39.) 29 (u) Sat) R ? 
[sin 4 90] Yu +) — Iu—ai)] 
23:9 (u) (ai) R ’ 


Grelle’s Journal ft. d. M. Bd. XLIl. Heft 2 15 








(f 
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Il est facile maintenant de determiner les direclions des axes mobiles 
3x, Oy, Oz, auxquels M. Jacob? rapporte la position du corps. Soit ON, 
la position initiale de ON, a l’instant ?: lV’angle NON, sera egal ä la difference 
y,— w; done, si "on porte sur le plan invariable, a partir de ON, vers Ox,, 
"angle nn’t, le second cöle de cet angle determinera une direction Ox de 
maniere que Z2ON = nn’t— y—+w— 2. Dailleurs, il est evident 
jue celte droite aura un mouvement uniforme dans le plan invariable; avec 
une vitesse nn. Cela pose, menons une perpendiculaire Oy a Ox, de sorte 
que Zy0N,—90— 2. Or les directions Or, Oy avec la direction O2 
opposce a 92,. formeront le systeme mentionne des axes mobiles, auxquels 
I. Jacobi vapporte la position du corps. Designant par x, y, x les coordon- 
nces d’un point, rapporte a ces axes, el posant 


' ) 3 ! 


—=acr-+Py-+Y2; y=a«+ß'y'+4y'2', za" HP" y'ty"z', d' — 180° Bu 


on trouvera par la transformalion des coordonnees, ou bien par la trigono- 
metrie spherique: 


a — 6085 cos 2 — sing sin (2 cos 6", 

@ — cos sin 2+ sing cos42 cos, 
a" = — a’ — sing sin®, 

P = — sing cos 2 — cos y sin (2 cos ®, 
pP = — sing sin (2 + cosgy cos2cos®', 
= —b" — cosysin®, 

y =  sin2sin®, 

yY = — c05s2sin, 

y’ = cos0' — — c050. 


Il est maintenant aise de parvenir aux formules rapportces ä la fin de 
la page 99 du No. cite des „Comptes rendus.” Il n’y a qu’a substituer dans 
les formules precedentes les valeurs trouveces de sinp, cosyp, sind, cos®, 
sin 42, cos42. ( Voyez les formules (25., 26.. 27. et 39.)) On aura ainsi 














(0) [‘ sin am (1) cos am (ai) Jam (ai) + sin am (ai) cosam (x) Aam(u)) I(u+ ai) 
2%Xu) A ai) cos am (a) k’ j 
4 © (0) pe am («) cos am (ai) J am (ai)— sin am (ai) cos am (u) Aam(w)) 9 (u— ai) 

2 9u) ai) cos am (w) k’ 


Or. par les formules fondamentales de la theorie des fonctions elliptiques, 


ON A 
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-sinam (at) cosam (vr ): Fam (m) 


sin am («) cosam (ai) Jam (ui 





)4 
R’ 
a Fat) 
yk.lu-ta) 





— sinam(uta) — 


a (0 | 
cosam (a) — V(£ 2 2 a x Ir =—= 60(K) = 6,10) 


donc. toutes reduclions faites. on obtient 


9,0) Hua) +Hm—ai)] , 
29 (u) H, (ai) ; 


FE 








de mäme on trouvera: 


1 9 (0) | cos am (u + ai) 9 (u + ai) + cosam (nr — a) Hu — a) 
29 (u) ka cos am («i) 





0)|[ 77, (u+ai)+ H, (u— ai) | 















































29(u) H, (at) e 
Ik - 
ne j 6 /— .[Y(u+ a) — (u — aı) | 
90) | (ln +a) — Y(u—ai)] k rn k' te ” "or 

2i9lu) ai) R cosam(@) 2:9 (u) A, (ai) 

ou. a cause de 
k H(K 
y- a (Fund. nova p. 175): 

4,0] 9%(u+a)— Yu—ai)], 
EEE &i9 (u) A, (ai) . 
a — neo [sin am (a4 @) (u + ar) — sin am (a—ar) Y(u—ui)) 
| 279 (u) 9 (ai) cosam (ai) . 

90] Yu +a)— Hu—a)]| 90) Hin a)— Aha] 

Be 2i9(u)yk'. Hl, (ai) de 2:9 (u) H, (ai) 
” H(0)| cos am(u— ai) u—ai)— cosam(utai)Autai)] OO), W—a)— AH, (u+ar) | 
BE 2i9(u) H(ai) cos am (ai) FR 219 (u) H, (ai) 
Per 0) 9u+a)+Olu—a)|R _ H(O)|Olu+a)+9(m— ar] 
PTR 29 (u) 9 (at) Rcos am (ai) Pe 20 (u) H, (ai) j 
FR au, BR ui 9 (ai) Hi (“) 4 iz 9,(at) H (at) Mu H(at)O, (u) 
a ano)” ee = 7a TTIET ao) 


Ces expressions des neuf quantites: &, P, ....y” s’accordent parfaitemen! 
avec les formules de M. Jacobs. 

La vitesse angulaire de la rotation instanlancee w = y(p--y+r 
peut eire decomposee en trois autres w,, w,, @,, dont les axes de rotation 


sont les axes des coordonnees Ox, Oy, Oz. Or pour determiner ces com- 
15 * 
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posanles, on a 


w. = ap+Pg--yr 





p cos y — gsin p) cos (2 — |(psingy--gcosy) cos6' — r sin 6] sin 42, 
(10) - w, — «p-+Pß 4trr 
— (pecosy —g sing) sin (2 -+-|(p sing--gecosgy)cos6' — r sind] cos 2 
Th ap 9 y- [y' Tr — _ Art} 0" — Tr 


Dailleurs. en vertu des formules trouvees plus haut, on a 














| l cos’ am (w«) n IA” am (at) sin’am(«) 
»ysng = Er. c0OSsy = — - . 
/ 4kcos am(ai) ’ / F BR cos am («:) 
Idam (ai) sin am (u) cos am (+ ) i /Jam (ai) sinam(«)cosam (1) 
4C054Y _— —— . gsingp= —; 


ARcosam (wi) BR cos am (ai) 


el par consequen! 
!  Bcos’am (u)+ 44°am(ai) sin’am (%) 


(41.) psinyzgeosy = — AR It cos am (ai) : 





(B—A) Jam(ai)sin am (nv) cosam(«) 
AB ft cos am (ai) 





( 42. ) PCOSYy — Y sın p 


Apres avoir substitu& la valeur 1— A’sin’am(a@) de Pam(a), le nu- 
meraleur de la formule (41.) se presentera sous la forme 
B--(A-- D) sin’ am (w) — Ak’ sin’ am (a?) sin’ am (x). 
Or par les formules (18. et S.) on a 


A—-B — — ann sin’ am(a) 





done la valeur precedente se reduit a 


B 
GI 


et la formule (41.) se transforme en celle-ci 


Ü — Ak’ sin’ am (ai) sin’ am (w)] 


!| C— Al?sin’am (ai) sin’am («) | 
ACcosam(a)R 


En vertu de cela et eu egard aux valeurs de sind, cos® on obtient 





psinp-+-geosp = 


(psing--gcosy)cos®' —rsing 











r | C— Ak” sin” am (ai) sin? am («) ] rR ..r(C— 4) 
Er AR cos am (ai) cosam(a) Akcosam (a) ' 


mais par la formule (31.) on a 
:Cn Jam (ai) 


A °  Mgam (ai) 
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done 


CN _ nsam(ai) Aam(u). 
A 





n A am (ar). lam(w) 


(43.) (psinp+gcosy)cos# —rsind — 


Rcosam(@) 
Tächons maintenant a simplifier la formule (42.). On tire des lor- 
mules (8., 19.. 20.) 

















— k*(B— C)(Ah— Tl lA am (ai) 
B-A=— | — r , l? cos am (ai) 2 = VG Er 7 ) 
done 
B—A)dam(a) — kK’y((B— C) \Ah—)).y v(Ah— PP) 
AB cos am (ai) Ay(®— Ch)B). 
Mais 
vB — C)(Ah—l)) = ny(ABC), (Fr = —2 sin am’ar. 
done 


I B— A) dam (ai) 


— — 2k’nsinam (ai); 
Ab cos am («at) En 





par consequent la valeur (42.) se reduit a 


— !hk’n sin am (at) sin am (w) cos am (#) 


(44.) pecosg—gsing — - oe 





En vertu des formules (40., 43. et 44.) on obtient 


n9(0) | Fam (u — ai) 9 (u — ai) — Aam(u+ ai) (u-+ ai) | 
2:0 (u) (at) cosam(«:) ui u 





ie, = 


el comme 











be L ‚ 9(utai) | a „/(h H (ar) 
IJam(u+.at) si; yk u +ai) ’ cos am (@2) en: (7 la) ’ 
on a 
‚ __. ayk.O(0)[9, (m —ai)— 9,(u-+ai)] 
(45.) w. = 2i9 (u) H,(ai) 
 nyk'. H,(0)[9,(u—ai) — 9 (u+ai)| 
un 2iO(u) H,(ai) 


On trouvera de m@me 

a nO(O)|Aam (u — ai) O(u—ai) + dam(u+ ai) 9(u+ai)] 
) 20 (u) © (at) cos am («i) 

nyk'.H (0) [9 (u — ai) +9, (u+ai)] 
29 (u) H, (ai) } 








Enfin 


(47) w= — 5 
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les formules (45., 46. et 47.) different des formules de la page 100 
du No. eite des Comptes rendus, par les signes de O,(u-a:). w, et par le 
coeflicient /, qui est a remplacer, comme on le voit bien, par 

« 2 
u E The 2.15 en 

les formules de la page 100 du No. cit@ des Comptes rendus, donnees 
pour le developpement des numerateurs des neuf cosinus a, P, Y, ---: 7" 
ewr eire deduites tres simplement des expressions connues 


























(u) —1- +22(- 1)" g”" cos(2mz), H(u)—= 281)" sin (2m —1)r. 
i 
i j . . ’ rar . stu 
Substiltuant dans ces formules # + a2 au lieu de , etz a lieu de 2 = 5 
et faisant de plus —=bA’, on aura 
i % ! 2mbrK'.i 
ura) — 1+23(—1)” 4” cos (2m. + ) 
\ aha J | \ ) / Pr 2K y 
” 2 nun ER 2m —A)bonk'.: 
Hurra) — 221)" gÜ"7sin 2m —1)2+ Sr | 
1 
Oı 
‚ 2mbrıK’ 2mbriK' 
2mbrkK'.: Q ZZ FR Ay 
cos (Ama + >K =y4 (erix.e a = au ai 
—_— — gt” emix "a ta 7 
(Zm—NbrK' ü ET , eg 
sin | 2m -1)cH u n . 
hthhnung KR 2: 
done 
(-) (u | ai) Pa 1 Rn >, Eu pr ” a Aa 4 . ,, 
i 
x 
Y y RE | 41m -mb grmix | ınb „mix 
HKu—a) —= 1+2(—1)"g" (g +g"”e ;. 
1 
:H u di zz IL —1)"1: g‘® 2m—1)? (g“ !m—1)b „e” Zm—1)ıx — 7 zm—1)b g-Q2m—I)ix \ 
i 
ıH| RR a?) nn I(—1)" ge 2m—1)? (g7 4(2 !m—1)b ‚oe !m—1)ix e- u 
ı 


d’ou Fon tire 


' im 
5 Iu-+ai) + OH(u—ar)])—=1-+- (1) "1-4 g")cos(?me), 


? 2 a 
„19a ra) — O(u—-ai)) — = jr "71 g"?) sin (Am), 


1 . N ae I 209 ’ 1/9 ! > ® 
5 Hua) + Hu—ai)] = 1)" Igem=D’AEm-D 14 ger) sin (2m—1)z, 
l 


1 a 6 
— | Hu-a)—Hu—ai)] — I(- 11er =D’3Em=1% 1 — gEr=DP) cos(am—1).r. 


l 
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Changeant u en K—uei x en Ln— x, on aura 


E 9, (u — a) +09, (u+a)]) — 1-4 zn (1-+-4°”"") cos (2m.r) 
e- |9, (u — ai) —- 9, (u+ai)]| — Zr — 7”) sin (Im). 
1 
4 5 H,(u— at) -- H,(u-ai)| — Zgiem-D°-12m-nb 4 ger) cos(2m -—1)r. 
Pr 1 
Au — ai) — H,(u+a)]| — Sg BR... ger=DP) sin (dm — I). 
rn 


Ces series sont tres convergentes, parceque g=e * est ordinairement une 


[raction, dont la valeur ne surpasse pas z',, et &<Z1. On se bornera aux 
puissances 9", q’", si l!’on ne veut pousser les aproximations que jusqu'an 
7“ chiffre decimal. 

On parviendra aux formules (1.... 8.) du No. cite des Comptes rendu: 
en operant de la maniere suivante: 

Par les expressions de O(w), H(u) en produits infinis (Fundam. nova 


$. 61.) on a 





9 = 2Kr L 2 “r) 


Bi 
2hy 

n(— 

—. 1—2geos2(#+y)+g°||1—2g°cos2(a +y)+g’]ji 2q’eost(etrn)+ty]- 
Rat siny[1— 29° cos (2y)+g*']|1— 2° cos (2y) + g° || 1— 2" cos (2y)+q'”] 

Faisant ici e'*—v, e'’—x, on obtient 


12" oos(ay)4g”" — A-ENA- ger) — (Ad ge) gar). 


ZI — 








1— 29" cos? (z--y)+g” = (1—g've) 1 "ur'z7), siny — _— e 


et par suite 
z__iz3(1— qu2) I— gez) d—g’v2).... x (I etz) i—g br -Pomiz=t) 
ah) Ad— Fr) Ar) l— gr)... x dar) l—g'2 (1 —q°2=1) 


Cette fonction de z peut etre decomposce en fractions simples sous la forme 


. 1 > . u 
7 ! 2 = A, ' x An ” | = B. 
> 1 1 a EEE 
7 / Bu ee 7 


a 1 
Pour determiner les coefficients A,, A„, BD, on a 


48) = I - IL 


(d- )Ad—g’v)i—g’v). u Ne q’uv-!) 
(d—q? \1—4')1— 4°). x 4 )A— gg) (ld g°)... 








He 
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d 





FZ41— gg?” =” 
i2° 


(1 alla e)(1 ze vi — Pr 2)... 7! vo) 1—gqPv)....% (1— gi ER .,, 


2m 


20 





(dr A) ER) Ar)... dd) P)... .xKAÜ—-PrR).... 


en: 
Mel seae i 12: 





!m 


z=g“ 
7 m (4 y' -2m v) (A j qq I-2ın ev) ( 1— ı?° 2m ) - x(d— gm ol) (1 BI f’ >m ot) Pr 
(Er i— rd — tr) Ale x (1— 7”) 1 t?”) i 





Comparant les expressions de A„ et B, ä celle de A,, il est aise de voir que 


A„ = - "4A, DB. = "oA; 

















don« 
er A - ‚m ; —-ma—l 
= at I 
75 Re 1— ıf?” u 3 1 ge zul 
, ıbK' aa 
eh .d hy) , ) % Be u " ) 2. 
Posanl u, ——=a=bER', ona z=e ? — A) u 7 im 
{ q 
. J(u-+ at) 
4%. ——- ——, et par consequent 
Kai) 
Ä 19 In + ai) A, [ TE & re, ezmix a gri9 ’ Et 
ti, FR "aan ine z — u 5 + A = . 
H (ai) a a u nn 


| reste a determiner la valeur de A,. Or d’apres l’expression de 
Ju, on a 


I (u) (di e)i—g’v) AI—g’v).... x Age) i—g’o)i— g’oT).... 
0) 1—)A4—4°)...., 


ce qui reduit la formule (48.) a 


YA dA NA—N).-T 
01-4)...” 








on 


el par une formule de la page 89 des „Fundam. nova”, on a 








AU-)A—-—A-N).. a, 
U— P)A—g)A—g°)...."  vAh.K’ 
dom 
PER (ung? 
7.00) yk.K 
Or. comımıı 
I c<HN ae len 2kK nt Bi ad, ar 
(=) = HK) = 90),  Y(——-) = Hk) = Hi(0). 
on obtien! 
nz 2 


— 


Yvk.K 06,0) H,(0) 
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ei par suite 
29 (u) .gq* 
9 (0) 9, (0) H,(0) 





A, — 


Apres avoir substilue celte valeur de A, dans la formule (49.), elle se trans- 
formera en 


ku +ai) 


(50.) H ı(0) (0) 9 0) 2 2 H (kw) rt) 





L/ 7 ‚x 
m—2 — .MIAX 
E u 


1 % nm+ib „?mix 6. 
ET na x 
DE "ne 
l 


1—y? je 1— q?+2 








Mettant ici — a au lieu de #, et remarquant que O(— u -m)— O(u— ar. 














9(— u, O(u) on verra que cette formule se reduil a 
I (m — ai) 
51. (0) 9, (0) — 
2.) H,(0)0(0) 0,0) 2 Hai) 9 (w) 
Fe 2? Ä j2 br A u, ermix 
ui 1I— ? ) = A ” z 1— 


Preriant la somme et la difference des valeurs (50. 51.) on obtient 
:|O(u+ai) + O(n— ar) | 
2 Hat) (u) 
2° L2(g —g-#) 2 Id Bee 22 
| / d— gr )(1- ” 





H,(0)0(0)9,(0)- 


- 17 











i u; (u +w) — 9 (u — ai) v [3 ze -) sin (2m) 
H,(0) 910) 90), — 7 50) = HE 


Telles sont preeisement les formules (1. et 2. page 101) du No. cite 
des „Comptes rendus.” Les formules (3. et 4.) de la page suivanle peuven! 
aussi elre lirees des formules (50. 51.). En effet: les formules rapporliees 
au commencement de la page 101, et qui ne different pas, au fond, des for- 
mules du $.62 des „Fundam. nova”, donnent 


Haute) __ -ix Zen 
Ka) e. H|ich'—a)| 


En veriu de cette formule, et de (51.). dans laquelle on changera « en kK'—.a, 


et par suite d en 1— 5b, on trouve 




















) H(u-+a) 
2. H I(0)0 . 
1 Lee ex t Ss qm+330 ’ em Hil)ıx . a } 1b : (em Ji | 
ee, 1? u = Bm äh m: er Bu u tb 
Substituant — u ä u, ei remarquant que H(— u+a)—= — H(u— ut), celle 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XL. Heft 2. 16 
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formule se reduit A 














m an Hin) 

9. H,(0)0(0)09,‘0)- 
1 | u ER Toy 310, ER ae, De] 
; 1— 1! b . 1-1?" H1—b 7 Bu —— +-b 


En prenant la somme et la difference des formules (52. 53.). on obtiendra: 


7 Be R% BR 
H,(0)0(0) 0,00, Zr ZT He —ai) 




















29lar) (u) 
297°’ sin. ET 3 sin(2m-+1)a 19 Sy" sin (2m —1)w 
gg je = u I Dee ana 7 veo—_ pe en en. : 
7 ' 7 N 1 
ass IT(u+ ar) — Hf{u-- ai) 
HI, 0)O(0)9,(0)- I. N 
> h ar) (u) 
rose, EPcos2mti)e 55 grnitbdcos(!m-—1)r 
#4. Im-+1—b ER TEE BE 
I—gq 1I—yq 1 q | 


el reunissanl les termes analogues par rapport aux sin et cos. on aura enfin 


Hiu-+ai) + H(u— ai) 
29 (a) (u) 





H(O)O(0) 9,0): 


% ‚@m+1) (4__ gt) sin{?2 Ir 
% / h ih v ( ( ‘ )sın (Zm Ja 
= I { Tl / 2 \ % 7 ] E + 





; 0 (i1— er Hi 6), A— g?m+1-b) 


H(u-+u)- -H(n— ai) 
239(a) (u) 





H,(0)0(0)9,(0): 


gs gerdAI-grr)cos(2m + 1)x 
u (1- gr 1,1 — 1+b) 


h 





: U —g%) 


0 
Pour parvenir aux formules (7. et$.) du No. cite des „Comptes rendus”, 
il faut decomposer en fractions simples l’expression 


9 (u+ ai) 


—— 











H (at) 
Ad+teedtgdr irre)... xAtgets dt) dHgeoTtsc).... 
F FPi+-9)d+)iA+tnz)i+tg'z).... AH) AH) A+ESN.... 
Posanl 
9,luta) __ Zf A ,S_Am & Bn | 
H (at) — pli4z ! TAtfrs Tat” 
on !rouve 
1 d-)Vl— yi—g’v).... x d—gu)d— dv) d— g’v7').... 
Eu (1--9°) A—g')(1— y°) .... x d— a’) d—g') d— a)... 
29 (u) 





H,(0)9 (0) 9, (0) ' 
A, DER 
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donc 


I) (u - j 
(54.) H, (0), 9(0) I,(0)- ),( e-r.dt) 











2H (ai) O (u) 
 \ s m um. 23 + a 
8 S 19 im Eur” 
er Bass Im = ai; a !mm—l 
1 E= any 1 1 > VB m’ N 1 + a on = 
DM zgmHd.emix a gmmbb.onimir 





1 + q” E = 1 414: q” Im +6 z 1 +26 


d’ou Fon tire, en Be uen — u, 





2 I (u — a) 
I0. OO), /VO)- 
(55) 10) 00) 0,0) 
AR m | RO rt 1b o-2mix K) ri 1b o2mia 





1+9q | rs 14 +0 N » +” ım—b 
En veriu de ces deux formules on a 


I (u+a)+9 (un — a) 
2H (at) (u) 





H,0,00)9,(0)- 


ıh he ib) = qm + g’")cos(zma) 
1-46 iz 2 VE g Mr ee mb) . 








Ilm — w)— O9, (un + ar) 
(- ( 
H,(0)9(0)9,(0)- IH (a)O(n) 


u u. qr(i— q’r) sin (2m.r) 
—— g a — qq" > / ( ] ) ( 


J (1 + a +Ho)(1 +g”°) 2 


Au moyen de la formule (55.). changeant « en K'—a et db en 





I—b. on obtient 




















al er 1. H,(u+ai) h eg, [u — i(K'— a] 
‘ \ O(O)9,(O)- Lin Eh ’0\9/0)9,/0)- 
(96) H,(0) 0) 0,0, 29 (at) 9 (u) H,(0) 90) 9,10) H ‚e(A'—a) 19) 
Se 2°. e—iXx g x q" H4—1b „e-@m+Dix = gr H4b ’ eQm—1)ix 
1 +91 | 1 + "u Hi—b 7 1 + gr 1-+b , 


et. changent « en —« dans ceite derniere formule, on en deduil 














H (u— ai) 
. ( 
(57) #100) 0,0) zo 
BR 430 ex | ER ri re > ri r46, e-2m—1)x 
1 + 1° u = 1 +pm+timb £ n 1 + ” ul Hb 


Prenant la somme et la difference des valeurs (56. 57.) et reunissanl 


les termes analogues par rapport aux sin ei cos, on trouve enfin 
16 * 
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H,(u+a)+ H(u— ai) 


H,(0) (0) 9,(0)- 29 (ai) 9(u) 





2 1(2m-+-1) m-++1) 
2(g® - 1 gi? )2 q a sm 
(1 + J’ m-} )( l (+ m—1-+-5 ) 


FH (u-+ar) — H(u— ai) 
2iQ,(ai) 9 (u) 


u er +D Ad— tl) sin (2m -+1)a 
2(y* m & 7 (RwEZEEET 1 + gm+1H2) 








H,(0)9(0)9,(0)- 





Il est facile de developper aussi en serie assez convergeanle la valeur 
de n’, qui determine la rotation de l’axe O.xw dans le plan invariable. Pour 
cela developpons les valeurs 

















olog H (ai) olog9 (ar) 
da e oa 
Or 
SlogY9lu) __ (log on — Zu) 
ou nn ou Fr er 


et par la formule (1.) du $.47. des „Fundam. nova” on a 
































Ar [ gsin?.r q’sinde , g’sinda | iM 
ee 4 5 = u u = BEE 
posant #—=a?, on trouvera 
ur 3] fr ., ri -_ _—_n0=2b\ _ BE —3b\ “ 
(58.) 6) og I (at) ee Zi 1 8 q’(q? 7) a hi bene, a |. 
ca K 1—y 1—g' u 5 
Par une des formules (page 101) du No. cite des „Comptes rendus”. on a 
eK’ an ar 
.,YW - IK 'xK IR 
Hai) = gOli(K'—a, u y=ze*t = Ne; 
par suite 
log H(ai) — log (ig*) + 5 +l0og 9]: (K'— a)], 
olog Ha) AN olog9[i(K'—a]| _ An olog9[i(K'—a)| 
da RK 04 7 o(K'—.a) 


Pour avoir le developpement du dernier terme de cette formule, on n’a qu’ä 
changer dö en 1—b dans la formule (58.). Cela donne 


oloeHla) nm IE. . then. Miet, .ö 2 — gr?) rei ] 


1 


da _K 1— 4? 1—gq' 


i 21; | YPA— 7°) \ > (1—g4*) | ]: 
u < Sms = re = ut SE. 
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Done 
ER c 28 H (ai) Olog 9% (ai) 
. = oa —4 oa | 
- fc; EEE...) 
A—C 1— 4” | 


Observons que cette valeur est toujours positive: done le mouvemen! de Our 
se fait toujours dans le m&me sens. 

Developpons encore la valeur angulaire (2, qui sert a determiner la 
position de la ligne mobile des noeuds par rapport a l’axe Ox. On a trouve 
plus haut 


Oo 15] 9 (u — at) 
u u (ut ai) 


et d’apres les formules du $.52. des „Fundam. nova” on a 


@ (u) /z . er _  geosdr , g’cos6r Ä 
rn u) u — 2 we | 4 > S 
log (0) . 14?" 2(1— 4‘ ‚13 3 (1—g°) | use 














De la, en substituant «F «a au lieu de %, on obtient 





























r nlorix ab —Wix ab 2 (oHx —?b —4Hx ‚2b 
a ee 
og (Wu —-a)——| >> | 217) | | eonst. 
er re 21x b Basix eb 4ix „25 
RE EEE gie ‚+ ex ,gP) 19 (e .>?tet%.g ) u 
log Y(u-;- ae) { 1-9 | 312g) „| const. 
par consequent 
ö In — ai) y-A1—g°) .  PrA—g®). | 
L nase 50 — - 2 ? — Bun san 
2 log SluLa) Te 21 - su) sin 4ır - 


Cette valeur peut aussi etre exprime par une fonction elliptique de troisieme 
espece, savoir 

I (u — ai) 
= 

(59.) »2log Iu-+ ai) 





— ?/I(u, a) — tm Z(ai) (Kundam. nova p. 146 ) 


ou 





) 


IT(u, ai) = /" k” sin am (wi) cosam (ai). un un baum m 
\ 1— k*sin” am (ai) sin’ am («) 





PER K k”sinam (ai) cos am (ai) am (ai) sin?am (w) dw 
Z(ai) Ka Ks 1— k”sin”am (ai) sin’am («) 
La valeur de 42 est nulle d’abord a l’instant = 0; parcequ'alors 
u—0, 2—=0. Puis elle croit et atteint un maximum, pour lequel la de- 
rivee de (99.) est nulle.e Donc, pour determiner la valeur de «, qui repond 
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a ce maximum. on aura 















































ck” sin am at) cosam a) Aam( I sin“ “am(u) , f olooe 9 (ai) 
=. )Aum (ai) — ;Z(ai) — 2EHaiy 
1— h* sin? am (ai) sin? am () ca 
ou bien 
oloe9 (ar) 
k”sın? “am (ar)sın“ am(a) tg am (ar) olog 9 (ai) u On 
I— 4? sin’am(ai)sin’am ( ‚Jam (ar) ou aloe Hai) ölog ar)" 
ou ou 
don Fon tire 
alog (ai) olog 9 (a) 
(ai ou 
sınam(%) — =» un. + 
T5 sinam (ei) log Hai — yk.H(a) olog Hai) 
ou Ä da 


u . . 
—, qui repondent au maxi- 


Par celle formule on trouve U, et par suite {= 
7 


mum de 2. 


a IN en . 2 
A Yinstani = — la valeur de (2 s’evanouit encore. parcequ alors 
! 
IR — ai) K R rn 
4 \zlog re ’II(K, ai) —ıKZ(ai) — :KZ (ai) - KZ (u, — 0; 
’ Y'n+ar 


apres quoi elle reprend les memes valeurs dans le sens negatif: et ainsi 
de suile. 
Il est facile de discuter aussi les autres eirconstances du mouvement. 


Si. Petersbourg le 20 Mai 1850. 











11. 


Über die Bedingung, unter weleher eine homogene 
ganze Function von » unabhängigen Variabeln durch 
lıneäre Substitutionen von rn andern unabhängigen 
Variabeln auf eine homogene Function sich zurück- 
führen läfst, die eine Variable weniger enthält. 
(Von Herrn Dr. 0. Hesse, Prof. der Math. an der Universität zu Königsberg in Pr.) 


K: sei & eine beliebige homogene ganze Function znter Ordnung von 
den » Variabeln &,. ,.... x, und %.,.%.... 2%, seien die ersten. %,,., %. 
Uns... U,, die zweiten partiellen Differentialquotienten dieser Function naclı 
den Variabeln genommen. 


Durch die lineären Substitulionen: 


= NT y- ..-: Ay. 
wo für 4 die Zahlen 1. 2,... r zu setzen sind. geht die Funelion %# in eine 
homogene Function ter Ordnung von den neuen Variabeln y,. Y3- .- - y„ über. 


deren erste und zweile PORN E e nach den neuen Varia- 


beln genommen. durch w', a, ... a” und u, a", ... 


u ,... a ausgedrückt 
werden sollen. 
Bezeichnet man hierauf die aus den zweiten partiellen Differential- 
quolienten 
Uns Uns.» 


U, Uns. 


gebildete Determinante, welche Determinante der Function u in Rücksicht 
auf die Variabeln &,, x;.,... heifsen soll, durch A; ferner die aus den zweiten 
partiellen Differentialquotienten 

u", u”, El 


29 


21 22 
wie... 


gebildete Determinante, welche Determinante der Function u in Rück- 
sicht auf die Variabeln y,, y;, ... heifsen soll, durch V: endlich die aus den 
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n. Coöfficienten a‘ der Substitutionen gebildete Determinante durch r, so ist 
V_ "A. 


In der That: differentiirt man die Function « nach der Variable y,. 
indem man die Variabeln « als Functionen der y betrachtet. wie sie durch 
die Substitutionen gegeben sind. so erhält man 


u” — ma +ua, 4 *** Ud,, 
und. wenn man nochmals nach «x, differentiirt: 
ou? 


2:3 21 
— = uyaltu,a- :-- u,Q 
or; Are | 2a I 14 


’ 


E 
Derselbe Ausdruck findet sich aber auch. wenn man %, nach y, differentiirt. 
on; 


ou* . . j 
Man kann daher — = —— — u setzen, und diese Gleichung geht. mil 
I 2 OYy, : 








Rücksicht auf die Bezeichnung, in 


u; a U,a,-- U:,d, == ne u,,d, 
über. 
Es sei nun D die aus den n° Gröfsen «7 gebildete Determinante. Dann 


ist nach dem Hauptsatze der Determinantentheorie: 
D=rA. 
Dilferentiirt man die obige Gleichung, durch welche «“ ausgedrückt wird, 


;„ so erhält man: 


nach y; 
u* — Walt+wWar- --- ula! 
und die aus den n°’ Gröfsen «* vebildete Determinante V wird: 
V rD = "X. 

Diese Gleichung, welche ich schon im 28. Bande S. 59 dieses Jour- 
nals bewiesen habe, scheint wegen der häufigen Anwendungen, die davon 
oemacht werden können, wichtig genug, um sie auch, wie folgt, als Lehrsatz 
auszusprechen. 

Lehrsatz 1. 
„Wenn die » unabhängigen Variabeln x,,. X, ... x, lineäre Functio- 
„nen der n unabhängigen Variabeln y,,. ya. ... y„ von der Form: 
= dayıtay-t -- Ay, 
„sind. so ist die Determinante einer gegebenen homogenen ganzen Function 
„der ersten Variabeln gleich der Determinante derselben Function in 
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„Rücksicht auf die andern’ Variabeln. dividirt durch das Quadrat der De- 
„terminante, gebildet aus den n° Co@fficienten, mit welchen die Variabeln 


Yı> Yas ».. In den Functionen &,, 2, ... multiplieirt sind.” 


N, 


Aus diesem Lehrsatze ergiebt sich folgender 


Lehrsatz 2. 


„Wenn eine homogene ganze Function der r unabhängigen Variabeln 


„ls Zar ... 2, durch die Substitutionen: 
= ayT@yı  WY, 
„in eine Function der Variabeln y,, Y;, ... y,„ übergeht, in welcher eine 


„dieser Variabeln fehlt, so ist die Determinante dieser Function in Rück- 
„sicht auf die Variabeln &,, 3. ... x, identisch gleich 0.” 


Denn: hat die Function # die Eigenschaft, dafs sie durch die angege- 


benen Substitutionen in eine Function der Variabeln y,. y», ... Y,_, übergeht. 
in welcher die letzte Variable y, fehlt, so wird V identisch gleich 0, weil die 
Componenten ©“ = u” —= ... —w""—0( sind. Mithin wird auch £ identisch 
sleich 0. da 7 nicht verschwinden kann. indem die Variabeln &,. u. ... 


von einander unabhängig sind. 


Schwieriger ist der Beweis des umgekehrten 


Lehrsatzes 9. 
„Wenn die Determinante einer homogenen ganzen Function deı 
„Variabeln &,. 2,..... x, identisch verschwindet, so läfst sich die Function 


„durch lineäre Substitutionen von der Form 


2, = adyıtay-+ --- dkyn 
„auf eine Function der Variabeln y,, y;. ... zurückführen, in welcher 


„eine dieser Variabeln fehlt.” 
Da die homogene ganze Function «, der Voraussetzung nach, von der 


Ordnung m ist, so ist: 


UK UnR: -1 +. 1,8%, = (m—1)u, 
Und Und u, = (m—1)u; 
Untı Un t+ Und = (m—1)u,. 
Diese Gleichungen nach &,. X, ... x, geben, insofern die Variabeln 


links in den Gleichungen explicite vorkommen, aufgelöset. Gleichungen von 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 2. 17 
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der Form 





Aa 

4, T | T 

ie B.,.’ U u, U ,u- u U,„u, 
A,x, | 7 

RED... . un Ü 7 u, _- T 22 Us, U ’n u, 
m—1 | ae 





f “ 
And n T 
— + U,„u; a; u: Unntn, 


m—i1 


A 


in welchen A die Determinante der Function % bedeutet, die eine homogene 
sanze Function von der Ordnung n(m — 2) ist, und wo die Gröfsen U, —=ÜU,, 
homogene ganze Functionen von der (na —1)(m — 2)ten Ordnung sind, welche, 
wie bekannt, auch durch Differentiation der Determinante nach den Compo- 
nenten, in der Art abgeleitet werden können, dafs: 








” oA ie DB >; 
U,. = 5 AU, — 1st. 
u u ° u. ou, 
Setzt man die Werthe von %,. %,... %, aus dem ersten Systeme von 


Gleichungen in das zweite, so erhält man, durch Gleichstellung der Coeffi- 
eienten gleicher Variabeln auf beiden Seiten, ein System von n° Gleichungen, 
welche sämmtlich in folgenden beiden 


Az U „u,-+ U,,u,, + u. U nz Unx 
0 —— U ‚Us _- U,,u:; + Fri U,,u,; 


inbeeriffen sind. in welchen 2 und 4 die Zahlen 1, 2,... rn bedeuten. Ich 
bemerke noch, dafs diese Gleichungen, gleich wie die beiden vorhergehenden 
Systeme, ödentische Gleichungen sind, welche für alle Werthe der Variabeln 


Li. 2. ... erfüllt werden. 


Man nehme nun an, dafs die Function # die in dem letzten Lehrsatze 
bezeichnete Eigenschaft habe und dafs die Determinante A dieser Function 
identisch verschwinde. Alsdann folgt aus den beiden letzten Gleichungen die 
identische Gleichung 


0 — U ,‚Uu;- U,,u;-- Se U, u,» 


I 


in welcher 2 und A die Zahlen 1, 2, ... n, auch z=4 sind. Aus dieser 
Gleichung geht ein ganzes System von n Gleichungen hervor, wenn man für A 
nach einander 1. 2,.... rn setzt. Betrachtet man in diesen rn Gleichungen die 
Gröfsen U,,. Ü;,.... U,, als die Unbekannten, so ist eine von den Gleichun- 


% n% 


sen. wegen A=(0, eine Folge der übrigen n—1 Gleichungen; welche dann 
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dazu dienen können, die Verhältnisse der Unbekannten zu finden. Setzt 
man in diesem Systeme von n Gleichungen 4 statt z, so erhält man ein 
zweites System von r Gleichungen, von welchem Dasselbe eilt, wenn man in 
diesem Systeme U,,, U;,. ... U,; als die Unbekannten betrachtet. Da sich 
aber beide Systeme nur in der Bezeichnung der Unbekannten unterscheiden. 
so müssen die ersten Unbekannten den letzteren proportional sein. Mithin 
wird, wenn man durch x einen noch zu bestimmenden Factor bezeichnet: 


U == nU,; ’ U,, =n Us, u U,. En U,; . 


1x 


Dieser Factor 7 wird im Allgemeinen eine gebrochene Function der 
Variabeln #,. ©. ... sein können; wir werden indefs nachweisen. dafs der- 
selbe eine Constante sein mufs. 


In der That: dividirt man die zte, zuletzt aufgestellte Gleichung durch 
die Ate Gleichung, so erhält man: 


T PER ; 0 
U,, U,;,; Ber Ü,; . 


welche Gleichung beweiset, dafs U,,. U,,, U; einen gemeinschaftlichen Factor HM 


”2 


vom (n—1)/m—.2)ten Grade haben müssen. Diesen gemeinschaftlichen Factor 


haben demnach auch alle die Gröfsen U, ,. Un»... Us, ... ÜU,,. Bezeichnet 
man daher durch &,,, @s.» -.. 4a, ... @,, die constanten Factoren, mit welchen 


der Factor M zu multiplieiren ist, um jene Gröfsen zu finden, so ergiebt sich 
U. = 4,M, U. == d M, ei U, er da M, TR Bi. een Mn M, 
und die vorhergehende Gleichung geht, wenn man diese Werthe setzt, mit 
Weglassung der Factoren M, in 
U... 4), — d,; 
über. Führt man nun, der Bequemlichkeit wegen, statt der n Constanten «,, 
die neuen Constanten @,. 4, ... a, ein. indem man 
d,, = A,d,» Un — d,d;, Az —_—— d, d; , a A,. = 4,d, 


setzt, so folgt aus der letzten Gleichung, wenn man A—=1 setzt: 
d,, ne d,; 
und da U: U.: U, = U,:0:,:Ü,, ist, so ist auch 4,:41:@,, = 4,:4@,1:4,;: 
woraus 
d,; — a,d, 
folgt. 
17 * 
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Diese Bemerkungen fasse ich zusammen im folgenden 


Lehrsatz 4. 

„Wenn die Determinante einer homogenen ganzen Function a der 
„unabhängigen Variabeln x,. x, ... 2,, nlen Grades, identisch verschwin- 
„det. so haben die partiellen Differentialquolienten U, ,, 2U,., 2U,;. 
„Us... U, der Determinante, nach den Componenten genommen, einen. 
„allen gemeinschaftlichen Factor M vom (a —1)(m— 2)ten Grade. und 
„die genannten partiellen Differentialquotienten stellen sich unter der 
„Form 

U 


Selzt man diese Werthe der partiellen Differentialquotienten der Deter- 


a,a,M, 2U,, = 2a,a,M dar.’ 


ZH 


minante in die identische Gleichung 
Ax ' 
er ae T E.4 ; 
—— = U, U.W+ --- U„u, 
m — 
und erwägt, dafs /\ identisch verschwindet, so erhält man, nach der Division 
mit @,. die identische Gleichung 
U WE +: U —V. 
welche folgenden Lehrsatz giebt: 
Lehrsatz 5. 
„Wenn die Delerminante einer homogenen ganzen Function von 
„a Variabeln idenlisch verschwindet. so giebt es immer » Constanten. 
„mit welchen die ersten parlielien Differentialquotienten der Function zu 
„multiplieiren sind. damit die Summe dieser Producte identisch ver- 
„schwinde.” 
Wie diese »» Constanten bestimmt werden können, ist aus dem Lehr- 
salz (4.) zu entnehmen. 


Ich behaupte nun, dafs durch die Substitutionen : 


T, — ST ka, 
T, — 9 5 id; 
ZT, — I 1 Ad, y 
WO 2. 22» - + %,„ Deliebige lineäre Functionen der a—1 neuen Variabeln 


Yır Var Yacı Von der Form 2, =biy,+biyy--...b%_,y„_. sind, und A die 
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nte Variabele aus der Function % ist, die letzte Variable ganz verschwindet. 


In der That: macht man in der Function # die angegebenen Subslitutionen. 


so erhält man durch die Entwiekelung nach aufsteigenden Polenzen von ? 


. ' A? >) N 
a — w+1Dw-+-Dw- 
1.2 | 


YE 
® 


-D'w. 


Bor 


In dieser Entwickelung bedeuten ww» und Dw die Ausdrücke, in welche « und 


d, u, 4 d; U 7 














Yı, Lıs... x, setzt. Ferner ist: 
oDu oDu 
Pe = —. a — —M: 
02, 02, 
D: ceD’u oD’u 
Fw = —— 4, - ——— ll, 
02, 02, 
. oDr-—ı r | eDr-! m 
D"w — ll + —— 5 
02, 02, 
Da aber der Ausdruck u, &w- au, 


verschwindet auch Do identisch. 


schwinden auch die parliellen Differentialquolienten dieser Function. 


identisch. so verschwinden aus demselben Grunde auch D’ie, Z#e,... 


Es fallen also aus der Entwickelung von « nach Potenzen der nlen 


bein A diese gänzlich weg, und es 


nen uw zu einer homogenen Funclion der a—1 Variabeln y,. v». ... v, 


. genommen, idenlisch: mithin auch D’we. 


. a,u, übergehen. wenn man in denselben 





identisch 


Verschwindet ferner /} 


[24 


“r „> 


vie ve . . n, 


verschwindet. 


arıa- 


statll 


4 


Verschwindet aber Prs idenlisch. so ver- 


nach 


A 


u° 


wird durch die anseeebenen Substilutio- 


l 


Hierdurch ist nicht allein der Lehrsatz (3.) bewiesen, sondern auch 


der Weg angedeutet, auf welchem man zu den lineären Substitulionen 


’P— 


langt, durch die eine gegebene homogene ganze Funclion auf eine andere 


zurückgeführt werden kann, welche eine Variable weniger enthält; unter der 


Voraussetzung, dafs Dies bei der geg 


segebenen Funclion möglich ist. 


Für die Fälle a—=3 oder n==4 ergeben sich folgende bemerkens- 


werthe geometrische Sälze: 


Lehrsatz 6. 


„Wenn u 


„Ordnung zwischen drei Linearcoordinaten bedeutet, so ist die Bedin- 


0 die homogene Gleichung einer ebenen Curve mier 
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„gung. dafs diese Curve m von einem und demselben Puncte ausge- 
„hende gerade Linien vorstelle, das identische Verschwinden der Deter- 
„minante & der Function =.” 


Lehrsatz %. 

„Wenn “ —= 0 die homogene Gleichung einer Oberfläche ter 
„Ordnung zwischen 4 Liniencoordinaten bedeutet. so ist die Bedingung. 
„dafs diese Oberfläche ein Kegel sei. das identische Verschwinden der 
„Determinante A der Function «. 


Königsberg im März 1551. 























12. 
Developpement de deux formules sommatoiıres. 


(Par Mr. le Dr. Schlömilch, professeur a l’universite de Jena.) 


On sait que toute fonction Fa) peut etre developpee en serie infinie. 
de maniere que l’on a 


F(x) = 44,4 a,0087 + 4,0082x + a,cos3x - 
ih nW 

F(z) = b, sine + b, sin? +b, sin 3r + 
> #2 > 


ou bien. en remplagant a, et d, par p(n) et w(n). 
F(z2) = 49(0)-+-g(1)cose-+g(2)cos2r + 
F(z) = w(1)sine + w(2) sin2x= -—- w(3)sindr - 


Comme une operation quelconque entraine une operation inverse, les 
equations proposees conduisent immediatement au probleme, de trouver la 
fonction Fx), si l’on connait « prior: la forme des coefficients, y(n) ei 
w(n), c'est a dire, au probleme de sommer les series a droite. Nous don- 
neront ici la solution de ce probleme important, en developpant les deux 
formules sommatoires 


(1) ıf0)+fll)eose-+f(2)cos2r--f(3)cosI3r-+ --; 


I 2 er + Ee-a-NIt Fl—ty—1)— f(+tV—1) di 
= 7 j ent _. e-nt 2 v1 | 





el 
(2) fA)sine-+f(2)sin2r-+-f(3) sin 3x - 


‚m eÜT-x)t __ e-(n—x)t 


= er DH), 


0 








ont lieu pour chaque x compris entre les limites =0 et 2 — +1. 
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Nous commengons par quelques recherches sur la valeur de l’inte- 
orale double 


5  Y 
2) Bi Jar "etyy-i)dy, 


dans laquelle #2) designe la fonetion derivee de F'{z). En effectuant l’in- 
Iegralion relative a y, on trouve d’abord 


 _ fs Fle+ Y-N)—Fletnv N 
3.) 8 = fda an 


Pourvu que la fonction F’(x--yy—1) soit finie et continue entre les 


limiles 2—=S, 2=Zely=n, y=[j}Y, lordre des integrations relatives ä 


f 


et v peut elre renverse. Cela donne au lieu de (2.): 
a 
S = fay/F (& + yy-1l)dy 


“ 
SW 7 Ly \ “ELyYY—1)! 
/dy FE yy-)— F(s+yy-D}. 


w 


’ 
/ 


En egalant les deux valeurs de lintegrale double, qu’on vient de trouver, on 


a la formule: 


| (ir 
m Ai: (+ Yy-) — Fiat+tny-Djda 
vr | 
»Yy 
Vu | \ Vo | a 
MFEHNY-D—FiS+yy-D}ay. 
lei nous faisons S=0, Z=+x, n—=—%, Y=-- x el nous supposons 


que Fon ait en meme temps 
4) Flıaerxy)=0, (k>r2>0). 
5) FKoaH-+yy-A) =0, (k>y>—»x). 


l,'equation precedente se reduit alors a celle-ci: 





(6) SFoyy-Dady — 0 


4 . y \ (x) ‚ ” . - r .’ 
Soit p. e. F'(2)—= rn et f(z) une fonction dont la derivee f(x 


demeure finie et continue entre les limites 0, 2 = x, y=—x,y= 


tx, 
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si lon prend ==. -; yy—l. Alors la fonetion Fix- yy—1. et sujette aux 
eondilions (4. et 5.). el par consequent nous aurons 





n “" flyYy-D „. _ 
(€) ER ne 


. 
pourvu que la quantit@ #« ne devienne zero ou negalive. 


Les conelusions que nous venons de faire cessent d’elre exactes si 
la fonelion #’(e-—-yy-—1) devient infinie pour un ou plusieurs systemes de 
‚aleurs comprises entre les limites dont il s’agil. Alors les expressions ob- 
tenues par la double integration (3.) peuvent differer Fune de Fautre, et depen- 
dent de l’ordre des intcgralions; mais leur difference peut etre caleulee sans 
peine. Supposons que la fonetion F’(x=--yy—i) devienne infinie pour un 
seul systeme de valeurs 2 —=a et v=b (Z>anSel Y>b5b>n). on 


pourra regarder lintegrale double Ö comme la limite vers laquelle converge 


JEfF er yY Day fäefretyV-Day. 


are 7 


‘ 


la somme 


en designant par & un nombre infinement pelit; et parceque la Tonelion 
F'iw--yvy—1) demeure finie et continue entre les limites 2 —=S, 2 —=4u4—: 





et 24-8, 25, on pourra remplacer expression precedente par la 


.Y —E Y = 
/ay/F' a+-vy-1)de- fay/F' a-yy-)de, 
5 n a+e 


r 
‘ 


suivante: 


ce qui donne la valeur 


) 
SayiFa—e+yy-D—- Fit yy-l) 


’ 
[ 


» Y 
+HaytREtyY-- Flatetyy-V}- 


ou bien 


.Y 

JFE+ VD Fit yy-1}dy 

»Y 
IR — 2 +-yy-1)— Fia- e+-yy-It}dy. 
- 
En fesant converger & vers la limite zero, et en egalant le resultat a 

la valeur de NS dans (3.). nous aurons: 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIl. Heft 2. 15 
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1 /: 
BES. y 
yv-/ı\ 


I 


“ea 11 


24 Yy-D— Fletny-1}de 





ıy 
u ; FZ-+yy—-1) — F(ö+yy-1)\dy 


Ei 
+ lim /\FCa — e-- yy-1)— F(a+e.+-yy-1)Ndy. 


Si la fonction #(z=-+-yy—1) satisfait aux deux conditions {x +» y—1)=0 
et F{x-+-yy-1) = 0, on aura, a l’aide des substitutions $ — a op, 
N — 00. = 1-00: 


l 


8) SFoı-D4y. 


— lim {Fa—e+ yy-D—Fla+e+yy-N)}dy: 


=” 


Nous prenons pour exemple 








Fe)— [>, Fa-+yy-) = EI 


a—z nn a—x—yy—’ 

, . r _. . 17] | ä / \ z . fi . | . hi it < 
en supposant que la fonction derivee f (@--yy-—1) soit finie entre les limites 
z—0, [=x, y=—x, y=-mx. Alors la fonction F’(2-+yy-1) 
devient infinie pour le seul systeme 24a, y=0. Les conditions F{x --yy-1) 
—0 et F(x+%y—1)=—=0 etant satisfaites, nous aurons 


“fov-1) 











A u ı me. " 
. (sfa—etrv—i) , flatetr VD g, 
lim / \ e—yy1 [3 e+yy—I e 


— L 


— lim / FIR f(a— € - Y y-1) —+-f(a -- € Lyy-1)| dy 


- 0 





(ey er | | 
+imf Er faa—etyY-D+fatstyYY-Dldy. 


A 
Si la derivee y’(y) est finie et continue entre les limites y—= —%k et 
y=--.k, on peut poser l’equation 





no 4 . 
© Ir Y(y)ay = / ea Ip(0)-+yy'(Ay)ıdy 


ei ‘2ydy 
op (0) -- fat, y (hy). 
—k 
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en designant par 4 une quanlil@ comprise entre les limites I et 0. Comme 
la fonction g’(Ay) est toujours finie, le maximum A et le minimum B de y'/iy) 


} 


seront des quantites finies. On en lire 


kaydy k2y dy i A k2y dy 
Val a Be ef #4 ty? —To( Ay Rz Ly? r 


ei par consequen! 
i k 2y “ 
lim | ef ar pl y)\ = 


En passant aux limites dans nat (©), on trouve ici: 





ak 
im 7 eis >1rg9(y)dy = n9(0); 


ce qu’il fallait demontrer. 
Les limites dont il s’agit, se trouvent facilement a l’aide du theoreme 


if Br p (Y) dy = [NG (0) . 


etona 





m ‚y—1) 4 TE 
(9.) # ee dy — ?Rıfla). 


L’addition et la soustraction des &@quations (7. et 9.) donnent encore les 
formules 


JS Astoy-Ddy = afla), 


—% 


J& LE YA pyy-1)dy — nf(a), 


—% 


qui enfin peuvent eire exprimees comme suit: 


re (—ty—ı1)+f(+ty—1 Mn 
a0) Si [rt ten _ jap, 


-1 | HH - Fa) i 
(11.) J nn: f a —= 4nf(a). 
11. 


Les formules sommatoires quil s’agit de developper, ne sont qu’une 








consequence tres simple des formules que nous venons de trouver. On lire 
d’abord de la formule (11.): 


Anh f(0)-Hfl)eose-+-f(2)cos2r + ---| 

e tcosır |, toostr ft) — Hy) 
=/ hart TIrTaiet | 274 di. 
15 * 
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En fesant usage de la formule connue 











| cos. /cos?2r , tcosd.r ji er) L e-a—v)! , . 
ey 324 A, 22 ı 2 z r2 1 Fi — ..“ R u u . - Fi - 
21 1°+1° 2 jr l eo  . H - et _ ent = = 


on obtient immediatement la premiere des formules proposees: 
(12.) 4f{0)-+-f(l)cos&--f(2) cos2xr -—-f\3) cosdır - 





’ et t—n)t e-tT—x)t Hr ty BU, |, VOR (- ty—1i) 
Ph fh dg. „ee 
et el 2y—1 ou En 
Par un procede tout analogue on tire de la formule (10.): 
salfll)sine--f(2)sin2x + f(3)sinde-+ +, 
2 sin?.r 


(Ti a: ., N “ De i 
tut HD DIR, 


u w Tr ! 





0 


ei comme on a 





sin. x 2sin2.r Isindr | ER, iR a 
TI? TI Ip TaLp u 3 En „ 1 >E . 
4 | +1 I +1 er —ı 


on parvient immediatemeni & la formule sommatoire 


(13.) fi) sine --f(2)sin2x — fi3) sind - 


el t__p-lıx)t be u 4 ; ö Mi 
j+ — TU ft) tft DE, a>e2>0. 


et __ı 





N « 
— 17 
> - 


0 
Les formules (12. et 13.) supposent, que la fonclion f{w--Zy—1) ne de- 
vienne pas infinie entre les limites 0, u=x, !=—x, t=-+x. 


La fonclion f(z) = —— p. e. salisfait aux conditions @noncees. et l’on a par 
+23 


consequent: 











1, or , co2r , codr , 
2a | al a+2  a+s | 
- 2 r / Sn u = 9 I a Hu I 7T > 
. At Ze at" == 
Oo 
sin» , sin?2r , sindr | 
a+1l ' a+2 | a+3 
f: er —_ eat atdi a 
= — >c2D>—n 
& ert _ et at 
0 


II ne serait pas difficile de developper beaucoup de formules semblables. 


Jena, Mai 1848. 
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13. 
Sulle equazioni differenziali linear. 
(Nota di P. Tardı. *) ) 


(Kstratta dagli Annali di Scienze Matematiche e Fisiche pubblieati in Roma. Aprile 1850.) 





N eit’ultimo numero del „Dublin and Cambridge Mathematical lournal 
il Sig. Malmsten professore nell’ Universita di Upsala ha enunciato il seguente 
leorema. 


„SIeNO Yır Yas - +: Yu, A—1 integrali particolari della equazione 


2 di ee; 7 
1.) ta Tv — 0; 
„quella equazione sara anche soddisfatta da 
Y. > us Yızı 9: St + + Yacı Zn: 
„ove si ha in generale 
"dR Pix 
u, == (a Jay "de 
„ed 
rs l " (n—3)1 


R ee = ty «Us . Y3 werz ; .,< 


„indicando con y'" la derivata (n)“* d’y,.” 

La dimostrazione che ora soggiungiamo poggia sopra un bellissimo 
teorema del sig. Lebri. Cominciamo dal cercare l’equazione dell’ordine n — I 
eui appartengono gli na —1 integrali parlicolari dati. Sia questa 





Plz n—2 2 
> Tine... eh 


dr! za 
Per determinare i coeflicienti B,, B,, .... B,_, abbiamo le n —1 seguenti 
equazioni 
yerLBy? — ++ 4-B_-Yı =®., 
vn By! "+ +B_ = 0, 


-1) (n—2) 
Yarı - B,Y,-ı -- .... 2. B,_ıY.-ı 0. 


\ 





*) La demonstration de ce theor&me a ete donnce d’abord par M. Malmsten lui- 
meme dans ce Journal, mais elle me semble moins simple que celle qui suit. T 
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Il denominatore commune di queste incognile, cioe il determinante si puo 
rappresentare dielro la nolazione comunemente adottata con 


D= Zity..y1-9....yez?}, 


n—1 


ed il valore di B,. che solo RN conoscere, & dato della formola 
y? —1) 
+tyı9... KT) 
4 (n—3) „‚(n—2) 
R Y: Y: ET En ye Y h 


n—1 





a 





ed e facile convincersi che il numeratore @ la derivata del denominatore presa 
con segno contrario; avremo percio 


Ora le due equazioni (1. e 2.) dovendo coesistere, merce il teorema di 
Lahr» Vintegrazione della proposta € ridotta a quella delle due 


du A; 
ey, pTTy | ' un 
in Gr u 
La prima somministra 


C, e Pix. 


eK 





Per integrare la seconda osserviamo che essendo noti Lutli gl’integrali parti- 
colari quando il secondo membro di essa € nullo, possiamo esprimere il valore 
senerale di Y, con 

| 


E | 
y=yatyzt+92,-: 


OVE 2. Dos 2... 2, Sono funzioni che si determineranno dietro il noto |prin- 


e 


cipio della variazione delle costanti arbitrarie. Si ha 
, = udr+C,, .... REN U. 
2. =Pp,, wirt, 
ed i valori di ©%,. ©.» ».-- d,.2 2... ®,_, sono forniti dalla risoluzione delle 


2) yo ee n—2 
Yy v Y, ®, l Dee + 0, ey" v,_ m— 1 2 


n—1 


runter een typ, _ Seren 0. 


n—1 








> ER BB BB A FF BR BD EEE I BR 
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Il valore generico di v, puo mettersi sotto la forma 








ee 2) ger —Dd yo) (n—3) | 

v ne —. r + YıYy: nn a Inn it 1 r Ya! y 

Se < Yu (r—2) „ir (r) (n—3) „„(r—2) \ ° 
PIE 7 RE ara Mind AA TREER ae Mi 


ove si vede che il numeratore & la derivata del denominatore rispetto ad y 
e pero sara 





sc 1 dD 
Er D dy"—” e 
quindi 
dD 
-/Pdx | Y 
C,/y day? e T C, R 
poiche 
| dD „ dk 
Re R’ en 
dy, dy, 


ne segue, cangiando il segno di Ü,. 


2, Of em, 
dy, 


lo che dä il teorema di Malınsten. 


Firenze 8 Marzo 1850. 








Sulle equationi linearı alle differenze finite. 
(Nota di P. Tardy, membro corrispondente dell’Accademia Pontifica de’Nuovi Lincei.) 


(Estiatta dagli Annalı di Scienze Mathematiche e Fisiche pubblicati in Roma. Agosto 1850.) 


Si. data un’equazione lineare alle differenze finite dell’ordine n, 
17 > | ne 
1.) Ixtn : Yx4n-ıt PrY4 n—? + re, u P,y. 5 0. 
ed unallra pur lineare dell’ordine m >> n che debba coesisiere con la prima, 
che abbia cioe comuni con essa lulti gl’integrali particolari 


(2.) Er. Az, va E Az, ‚4 aaa) - AT z u 0). 


| \ 
li valore generale di z conterra m conslanli. quello di y ne conlerra n e 


pero sara della forma 


yv= z=-0y" LOEyP-+...- Be, 
ve a. y.... 9" ”’ rappresenlano gli a— m integrali particolari esclusivi 
della (1.). 

Facciamo 

(3) = Yamt A’ yYyım AP’ Yyoım-a tt Ay. 


e sosliluendo per 4 il suo valore 2 is da se in virtü delle (2.). ed u, 
risullera una funzione della = contenente an— m costanli arbitrarie in modo 
lineare. Peröo eliminando queste si avra un’equazione lineare alle diflerenze 
finite dell’ ordine a — m che dinoteremo con 


(4.) nm ln ‚t..4+98_,.%, —=V$. 


X n—mn—. | | 
Rimettendo in quesla per “. il suo valore (3.) e paraeonando la risultanle con 
| | \ | [ g 
proposla (1.), otlerremo rn equazioni 


(1) (2) (1 
A, _. a = P,. 4, +4 Anm t%& = P: 


— v4 n—m 


2. ta dA; & A, a, = P,. ec. 
che procedono con legge nähen e delle quali le prime un — m serviranno a 
determinare i valori di 4. &. .... 4,_„. e le altre ne forniranno le condi- 
zioni cui debbono verificare i coelficienti della (1.) e della (2.) perche esse 


coesistano. Cosi la soluzione della (1.) € ricondotta a quella di due equa- 








14. Tardy, sulle equazioni lineari alle differenze finite. 135 


zioni: una, la (3.) dell’ ordine »n, e la seconda, la (4.), dell’ ordine n — m. 
ed i coeflicienti di quest’ultima si ottengono senza alcuna integrazione. (uesto 
e il teorema fondamentale del sig. Lebr? trasportato alle equazioni alle diffe- 
renze finite, e la dimostrazione qui esposta € perfettamente analoga a quella 
data dal sig. Liowville per le equazioni differenziali. 

Sieno ora dati n—1 integrali particolari della (1.); egli @ noto che 
l’integrazione di essa si riduce a quella di un’equazione lineare del 1". ordine, 
e che quindi si puö trovare l’altro integrale particolare per formare il completo; 
ma se co’melodi ordinari si volesse questo assegnare, sarebbe pressoche im- 
possibile scriverne la espressione finale. Perö se introduciamo l’uso delle 
funzion: alternate o determinanti riescira agevole condurre il calcolo sino 
in fondo. 


Indichino y, y®, .... y"’ gli an—1 integrali particolari dati. e 
rappresenti 

” P4 di 2) —1 nie 

(3.) “xın—ı - 4 Zn + u %+n-3t ie +4" u. == 9 
l"equazione dell’ordine a —1 cui essi appartengono. Avremo per determinare 
i eoefficienti AU, A°,.... A" le n—1 seguenti equazioni 

(1) (l (1) ] n—1 (1) 
Yx-+n-ı + A g 2. + N ae x En 0, 


| 


37.) (1) —1),,@) 
FE LA en E- BE Iy. u Mi; 


n—1) (n—1 u _. 
Yerneı | A. le ld nen V. 
Il solo che importa conoscere A & ie dalla formula 
( 1 (1) en _2) J 
A EN —S|- =. Y "Yernzs u 
i ty, Re +1 ° 


a ui 
(Indico con S il determinante anziche con > perche quest’ ultimo simbolo e 





qui impiegato nel senso ordinario d’integrazione finita.) 

Cio posto la (1.) e la (5.) avendo a comune n—1 integrali partico- 
lari. siamo nel caso del teorema precedente con m—=n—1, e pero la solu- 
zione cercata dipenderä da quello delle due equazioni 


u..1+|P — A. u, = — 0, 


er 
Yx-+n-ı + —. + ER .- A“ ’y, zu U. 


Dalla prima si ricava 


x 1) 
u. = Ü,e Zlog/Aı—P,| 


Se 
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e dinotando il numeratore di A® con N ed il denominatore con D, allor- 
quando la x diviene 2-1, sara 


N 
u, Bar D. log n=—#p u 


Lintegrale della seconda si otterra per mezzo della variazione delle costantı 
arbitrarie conoscendo gia tutti gl’integrali particolari di essa quando il secondo 
membro @ nullo: poniamo quindi 


- 1) | 2 —1) „ 
Yx ee Yy 2 | +y I%,- a Fy“" Mi 
e metilamo 
Sa 5 ARSTER, ar A Ri, 
le funzioni ®,, ....%».... ®,_, Saranno determinate dalle equazioni 
I 2 (2) wi, I „‚(7D Br 
YUx-ıVı | Yx+ı%a di sr TYx+1d T dead: T Yx-ı vd. = 0. 
(1) 2 ! (r) & ' 64 (n—1) , 
Yx+2Vı ee Yx+2 v, u Ux-  d.N) = 0, 
(1) Zu (7) N | (n—1) OR 1 
Yx+n-ıVı 4 a "TYx ‚rl v, x. et  Yx- n—1 Un = . 


Il valore generico di v, sara 


(n—1) (r+1) (n—?2) I! 








1, (r—1) 
I Gert In Far Ixrr1*'9r Ln—2) 1 dD 
? — - —m—m—— nn — — 6 ME 
‘ ı ,,( (r—1) (r—1) (r+1) (n—2) (r) ) D dıı) 
$| Y, BER EUER (0 PET Yerrıı Ixrn2 Yxın 1) ) C-ı-Nnm 
e verra 
IN l 
m 5 i 8 < l dD B: ID —n P | N Ü 
+6. 
Yeın—ı 


Questo teorema corrisponde a quello enunciato dal professore Malmsten per 
le equazioni differenziali nel No. 21 del Dublin and Cambridge Mathematical 
lournal, e la dimostrazione @ perfettamente analoga a quella da me data di 
quest” ultimo nel fascicolo di Aprile di questi Annali. 


KEsempiol. 2n==2, la equazione data sara 
| ra 
Yart+ Pyut+Pıy, — 0 


e l’integrale particolare noto y. Dalla nostra formola risulta per l’integrale 


„(U 
. Yx+2 
SET un nn FR 
4 2 . (1) \ 


su it) | )<QS Yx41 
u A Base Gy Gy er ya, r 
’/X 


completo 


BE facile ricavare il secondo integrale parlicolare facendo al solito Y, = y' Zt, 
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Esempio Il. Per n—=3, cioe per la equazione 
Yx +3 + Pi + P,y; +1 | P,y, u 0 
Supposti noti y’ ed y'” risulta 
y% — Gy’ +Oy” 





| 











' y\2) 
-C Ivy _ It 
3fe ud ud _ u) ul) 
Y x+1 Y x-+?2 Yer2 Ycrı 
1) (2) (1) (2) 
u Very Ye U 43 | 
le) m @) "ya > Wehe 
. 2 ya YerıYx +2 — Yx+2 Urt ) 
2205 y\ > X t ET EM e \ 
"FA 2) a u 
Yerı)zı2 — Yrr2Yxıı 


Riesce assai spedito vedere come questa espressione. alla quale non @ cosı 
semplice ridurre quella che si otterrebbe al modo ordinario, verilica la proposta 


Firenze 3 luglio 1850. 
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15. 
Note relative a quelques regles sur la convergence 
des series. 


(Par Mr. Paucker a St. Petersbourg.) 





1. 

If se trouve dans le VII" tome (1842) du journal des mathematiques 
pures et appliquees de M. Zzouvelle un memoire de M. Bertrand contenant 
la demonstration de deux regles pour la determination de la convergence ou 
divergence des series, dont tous les termes sont positifs. Pour le cas ou 
le terme general de la serie dont la convergence ou la divergence est a 
determiner, est exprime en fonction continue de lindice, les regles de 
M. Bertrand ne different que par la forme d’une autre regle donne par 
M. de Morgan dans un trait&e de calcul differentiel et integral imprime a 
Londres en 1839. Une des regles de M. Bertrand, mise sous la mäme 
forme que nous lui donnons ici, se trouve aussi dans l’ouvrage sur le calcul 
des probabilites dont M. Bonnzakowsky, membre de l’academie de St. Peters- 
bourg, a enrichi en 1846 la litterature mathematique en Russie Les regles 
de Mrs. Bertrand ei de Morgan, etant appliquables dans un tres grand 
nombre de cas, paraissent meriter d’etre consideres sous tous les points de 
vue differents qu’elles offrent. Or il est interessant qu’au fond elles ne forment 
qu’une consequence Ires simple d’un theoreme general sur la convergence des 
series, que M. Cauchy a donne depuis longtemps dans son Analyse algebrique. 
C'est ce que nous nous proposons de faire voir. 

Le theoreme dont nous parlons est le suivant. 

„Lorsque dans la serie 
f1), f), f@), FA»... finy.... 
„chaque terme est positif et inferieur a celui qui le precede, cette serie 
„et la suivante: 
fi), fo), PIE), +: EEE 


„ou a represente un nombre entier superieur a l’unit@, sont en meme 


„temps convergentes ou divergentes.” (Voy. Cours d’Analyse par M. 
4. L. Cauchy. Paris 1821, page 135.) 
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Il est vrai que M. Cauchy pose le nombre 2 au lieu de «, mais sa 
demonstration ne depend pas, quant au fond, de la valeur du nombre entier «. 


2. 


La premiere des regles que nous nous proposons de demontrer, peut 
etre enoncee comme il suit: 
Soit 
ad) ff), f9, fd, -..- fin), 
une serie a termes positils et decroissants, a mesure que l’indice » augmente 
a parlir de a—1. Pour decider, si la serie (1.) est convergente ou diver- 
sente, on formera la quanlite 





1 
Fo) 


pı = en. 


et ıl y aura convergence toutes les fois que p, converge vers une limite 
plus grande que zero, pour des valeurs de n croissantes a l’infini; il y aura 
divergence si p, converge vers une limite inferieure a zero. Si la limite de 
p, est pr&cisement zero, on formera l’expression 


Kol 
nfen) 
Fe u Ah 
et la serie (1.) sera alors convergente, si la limite de p,, pour des valeurs 
indefiniment croissantes de n, est positive, et divergente, si cette limite esi 
negative. Dans le cas ou la limite de p, serait aussi zero, la serie (1.) 
sera convergente ou divergente selon que la limite de la quantite 
ihn, 
.. nmf(n) 
u 7, 








est positive ou negalive. Si 2, converge egalement vers zero, la conver- 
gence ou divergence de la serie (1.) dependra de ce que la limite de la 


quantite 
] 1 
nIn lin f(n) 
Uln 


sera positive ou negative; et ainsi de suite. 
Nous ne nous arreterons pas a demontrer que la serie (1.) est con- 
vergente ou divergente, suivant que la limite de p, est positive ou negative. 





P3 zu 
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p, west autre chose que le logarithme de la quantite 
1 


Te Zn. 


= 
La) 
qui. comme on sait. si elle converge vers une limite superieure a lunite. 
peut servir pour constater la convergence, et dans le cas contraire, la diver- 
sence de la serie (1.). Mais si la limite de la quantite 
1 


re! 
BAD 
est preeisement lunite, ou ce qui revient au m&@me, si la limite de p, est 
zero, il se presente une doüte. Ce n’est done que ce cas qu'il y aa con- 
siderer 
Dans ce cas il peut arriver, que la quantite p,. formee par rappor! 


a la serie 
(2) f(i1l). «f(a), a’f(a’), @f(a), .... a”f(a”), 


ne converge pas vers zero. La serie (1.) sera alors, en vertu du theoreme 
cite plus haut, convergente ou divergente, selon que la quantite 
1 
a” f(a”) 


m 





converge pour des valeurs indefiniment croissantes de n vers une limite 
superieure ou inferieure a zero. Or en faisant, pour plus de simplicite, 


n 


di —=NnNn, 03a 





1 
fan) £ 7 
la n 
= — la 





-— 


m In 
et Fon voit sans peine que la limite de cette expression sera positive on 
negative, ou bien egale a zero, conjointement avec la limite de 
1 


af) 


> In 


La limite de p,. si elle est zero, ne decide evidemment rien relativement 


a Ja convergence ou divergence de la serie (1.). Mais alors rien ne s’oppose 
a considerer derechef au lieu de la serie (1.) la serie (2.), et de former 
pour celle-ei la quantite p,. La serie (1.) sera alors convergente ou diver- 
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gente suivant que la limite de l’expression 


1 
m.a” f(a”) 


Im 








sera positive ou negative. En faisant «” —=n, on aura 




















j 1 / la N 1 
m ..a” [(a”) n.ln.fin) # nn. fin) | 1 la 
Im 7 MUn—la 24 Un la | Im-—Ua’ 


In 
d’ou il resulte que la limite de la quantite en question ne differe point de 
celle de 

1 


Be s n.In.f(n) | 
a In 








En poursuivant ces raisonnements, on trouvera sans peine les expressions 


J 1 
N  n.bn.Un.f(n) 
ade: Illn vr 


.z m In.Un in. fr) 
er Un 
etc. 











dont une quelconque servira a constater Ja convergence ou divergence de 
la serie (1.), toutes les fois, que les limites de toutes les quantites Pu. Pı- 
P>» .... qui la pr@cedent, sont zero. 

Au reste si l’on desirait une demonstration generale de ce que nous 
avancons ici, ou pourrait s’y prendre comme suit. 


Designons pour plus de simplicite, les logarithmes /n, Un, Un, 


respectivement par !'n, Un, Un, ...., el supposons que toutes les quanlites 
Po» Pı» Pas -- - -„ Jusqu’a 9;_, inclusivement, ont pour limites zero. Il s’agit 


de prouver, qu’alors la serie (1.) est convergente ou divergente suivant que 
la quantite 
1 
n.In.Un.... Ütn.fin) 


BR En 








converge pour des valeurs indefiniment croissantes de n vers une limite plus 
grande que zero, ou inferieure A zero. Nous appliquerons pour cela la 
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quantite 





n.In.ln.... n.f(n) 
”.. 





a la serie (2.), convergente ou divergente en möme temps que la serie (1.). 
Gelle-ci sera done convergente si la quantite 
1 


m.im.U"m .... 1="m.a” f(a”) 
. 








ou bien, en substituant n au lieu de «a”, si la quantite 








I. 1 
..} In ‚In jo. m (n) 
la la la la In 

in 

Il 

! la 


converge pour des valeurs indefiniment croissantes de » vers une limite supe- 
vieure aA zero; et si la limite de cette quantite est inferieure a zero, la 
serie (1.) sera divergente. 


Or. evidemment on peut Ecrire 


= (l- en = Rn, 








la ie 
un 2°: Ale aa “ . 
In — (1+ 22; )Pen = 4®n. 
I / E | 1d_2N j-i Zu i—1 
= +) nn, 
FEW. I lB;—N ;; BT € TE 
I Fin (1 u = ) — G;ln; 


B,, 0,5 2... 0;_,, 9; designant des quantites qui convergent toutes vers l’unite 
si n croit indefiniment. La quantit@ dont !a limite deeide, s’il y a conver- 
gence ou divergence, peut donc @tre mise sous la forme 

1 


n.In.En.Un.... iInf(n) di "a—l(0,.0, .... Oi-ı) 
O;lin O;ln 





I 





et alors il devient manifeste, que la limite vers laquelle cette expression con- 
verge. est absolument la meme que celle de l’expression 
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j 1 
n.In.En.Ü’n....E"nf(n) 
P: essen “ 


lin 














ce qui prouve que la serie (1.) est convergenle si la limite de p; est plus 
grande que zero, et divergente si ceite limite est inferieure a zero. 


3. 
Nous passons a la seconde regle. 
Si dans la serie 
1) 0, FRA, FB, FW, .... fin), 
chaque terme est posilif, et inferieur ä celui qui le precede, on s’assurera de 
la convergence ou divergence de la serie en formant successivement les 


expressions 
__fw 
Ne fin +1) 1, 
y1zny—1, 


g: In. —1. 


G = In.g—1, 
elc. 
jusqu’a celle qui. pour des valeurs indefiniment croissantes de n, converge 
vers une limite differente de zero. Il y aura convergence toutes les fois. 
que cette limite est posilive, et divergence, si elle est negalive. 

Quant a la quanlite g,, il est inulile de demontrer que la serie (1.) 
est convergente si, nr croissant ä l’infinie, 4, converge vers une limite plus 
srande que zero, divergente si la limite de g, est inlerieure a zero, et si 
la limite de g, est zero meme, qu’on n’en pourra rien conclure immediatement 
sur la convergence ou divergence de la serie (1.). Mais dans ce dernier 
»as la quantite g,. formee par rapport a la scrie 

(2) fd), afla), a’fla’), a’f(a),..... a"fla”),..... 
pourra avoir une limite differente de zero. On est donc en droit de dire. 
(en vertu du theoreme cite au No.1) que la serie (1.) sera convergente ou 
divergente suivant que la quantite 


Ber) 


a 4-1 f\ a) 





converge pour des valeurs successivement plus grandes de »n, vers une limite 
superieure ou inferieure A zero. Ör en meltant pour plus de simplicite n au 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 2. 20 
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lieu de «#”, cette quantit@ deviendra 


nfin) 
anf(an) 


— 


: Ber 
Pour Iui donner une forme teile, qu’au lieu du rapport I jn y entre 








(an) 
) u w | 
que le rapport plus simple er de deux termes conseeutifs de la serie (1.). 
n-+ 
nous remarquerons quon a 
fo) fm) („+1)f(n +1) (an—4d)f(an -1) 
anfian) (m +) fin +1) (n+2) fin+?2) an.f(an) 


ou bien, en prenant les logarithmes hyperboliques: 


| fin) _ 57 A) 


anf (an) Pe G+4l)füi+1) 


Nous remarquerons encore que Ä designant une quantite positive quel- 








conque, et # une quantit& positive inferieure a lunite, on a 




















. X—1 
GG) a= 1-0(X—1) ’ 
d’ou. en faisant successivement d—=0 et d=1, on lire les deux inegalites. 
a) ZH a iE> =>. 
On aura done aussi 
/ nf in) #1 if) an. 
anf (ar) a = “+1)fe +1) 
RL LCE Sue E.2 G+NDFCHD. 
anflaı) 7” mn WrYfa+1) fü) 
ou bien 
nfin) Br 9 Em FR WE. 
RR me Gern 1) 1 +1 
nf) -— Ei fi) BR) Tan su | 
anflan) — ;—. L \fe-+H1) . fi) +1 








En designant par m’ celle des valeurs de 2, contenues entre les limites n et 
an —1, pour laquelle la quantite 


(en —1)-1 


prend sa plus grande valeur, et par a” la valeur de ? qui correspond ä la 


plus petite valeur de la quantite 


ee ne 








fü+1) 








19. 


! A 
n el m 


et les rapports — 
ap] m’ 
evidemment 
n/f(n) R 
anflan) 
‚IW_ 


"2 an (an) (an) 


Ces inegalites contiennent la 
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seront deux nombres qui deviennent infinis en meme temps avec n, 














el —7; eonservent des valeurs finies; done il viendra 
er 1 i=an—I N 
E u 
ie". fim a 7 
m" (A (m! 9-]e mr far 1) Fe 4 
f\ a fm) So, ar ya 


iZzan—1 


— ; 
i+1? 





somme a laquelle il est indispensable 


pour notre büt d’assigner deux limites choisies convenablement. entre lesquelles 


elle doit toujours resler 


inegalites (4.). 


zan—l 














enferm&ee. On y parviendra en faisant attention aux 


En effet, on en tire 
































a. i+1 51 Mies “ii 1 " ir 4 
Fr : D ie u ’ ion +1 ann 
",  —. | 
60n 0 ER i+1 . 
ou bien 
ızan—] 4 1 1 
ze öi — — — — 
a irn dm an n° 
Iman—!1 4 
<S . 
rd +1 ni 
donc on aura enfin 
fin) __ f(m') g 
65.) anf(an) ao ta| er Bir (m" +1) -1)—1| 
J. 
nf(n) — fm”) Tm"+1 nn 1 
fan) an) ta|: ge —1) 1 Im A + —_- u =) 
et si a ces inegalites on applique la formule (3.) en faisant 
BRINE N 3 nf(n) 
. ud 0a (un) —1), 
: " 1 4 m" -+-1) N) 
PN nf(n) n m + 
1 Ei m (an) 1) fm") (1 + nr u) 
on obtient 
n fin) 7 fm) | 
an f (an) 1 EM er TerrD 1)—1] 0, 
nf (in) " at 
anf(an) a 1a| ag Gin ern -1)-1| 9". 


2u * 
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On conelura aisement des inegalites (5.) que, la limite de 4, etant zero, les 
limites des deux quantites 





nf(n) KO z Be 
a an Fat) 1) 1 ny—1 


seront en meme temps positives ou negatives, ou egales A zero. 

La serie (1.) sera done convergente ou divergente selon que la 

quantıte 

9. = ng, —1 
converge vers une limite positive ou negative pour des valeurs de n crois- 
santes jusqu’a l’infini; ci cette limite est zero, il y a de doüte. 

Dans ce dernier cas on pourra considerer de nouveau au lieu de la 
serie (1.) la serie (2.), et former pour celle-ci la quantit& q,. La conver- 
sence de la serie (1.) dependra alors de ce que la limite de la quantite 

a” f(a” 
; 1] —_ 


soil plus grande ou plus petite que zero. En faisant «” —=n, cette quantite 





se presentera sous la forme 


a u, 


la \.an f(an) 


el on aura, en vertu des inegalites (6.): 


Bud 
In n fi n) se ‚ Im) u - | m a. | _, 
nn 1“ | — 1 < Im E im’ 1) 1) | 911-+ Te 
RL 
Inf nf( ' Br (m! ‚ R Y | 
run = u ( ich, 
la Ba | Ri Im“ |" Gh rn 1) 1| 2 Im!" 1. 


nf(n) 


anf(an) 











Or comme g,, et par suite — 1, devient zero pour 2R—= x, et puisque 


n n 
les rapporis — et — ont toujours des valeurs finies, les quantites 
m n 


y' 


ed 1 


} m! m!" 
a. Ir Im! ? ae 72 Im 


m!' 


convergeront vers l’unite pour des valeurs indefiniment croissantes de n. II 
est donc facile a voir que la limite de la quantite 





In nf(n 
ler fin +1) -1| ni. 
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ne differe en rien de celle de la quantite 


na -1)-1]-1 er ee 


qui pourra etre employce, quand elle n’est pas zero, pour decider, si la serie (1.) 
est convergente ou divergente. 


En continuant ainsi, on trouvera aisement les expressions 


\ 


43 g.. Un —1, 
1. = 9: Um —1, 
eic. 
Or il n’est pas plus difficile de d&montrer generalement, que si toutes les quan- 
tilEs Yu» Yıs Pas»... jusqu’a g;_, inclusivement, convergent vers zero. la 
serie (1.) sera convergente ou divergente suivant que la quantite 


1 gl" n—1 
converge vers une limite superieure ou inferieure a zero. 


En effet: comme la quantite g;_,, formee par rapport a la serie (1.). 
converge vers zero, cette m&me quanlite, rapportee a la serie (2.). ne pourra 
pas avoir zero pour limite. Pour la serie (1.),. on a evidemment 

2 is fin) | 

4; == Pia n....in'n|- —1]|—1i| — :::- — u. 2 

Ti-i fin-+1) \ yo 
la serie (1.) sera donc, d’apres ce qu’on vient de dire, convergente ou diver- 
gente suivant que la quantite 





et a Vin .) a” f(a”) I- | ne — 
"m U m .... dm In en —1 1 l 1. 
que, pour plus de simplieite, nous designerons par Q;_,, a une limite supe- 
rieure ou inferieure ä zero. Or en meltant n au lieu de a” et en conser- 
vant aux caracteristiques 9, @,.... 6;_, les significations que nous leurs avons 
assignees plus haut, on a 


O_, u 9, 0='n 9,0” n a 6,’ n a re 4% — u SR Mi 


la Lan f (an) 


el sı on fait 
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ZN 
ı n m' ) f f 
In Im - a = I + —— /Im = Ö, Im 
f) ‘ 


Im’ / 


f 10’ > N 2 ’ 
In = (1 7 Te = dm‘, 


| / Da 
In — (1- : ER u u 
In —= | ie — 0_,t!m’ 
el 
r 
In - 1 + — /Im" —= 0, Im”, 
m 
10" 3 "32..n 
Un — (4 ar U m" — Um 
1—2 BEN 10 — 3 ER Bar - „ je? 
P’a u (1 + jan el, = ER 
10", En ! 
Pi zu (1- rm ‚JE m = 0, 
Hr On... ed... 0, designant des quantites qui convergent 


vers lunite, on trouvera par les inegalites (6.): 


01 < 950 m 6... 00m 








U RT A LUD BER © Re (EEE 
x 6, lın u FT) —1) 1] 9—1; .—kK—1, 
2. > a, Et 0,201 m" ...0,0,/ Um" 
ta 7 fm") a\ ! ! 
x ‚lm E (Fin) —1)—-1|9-1) el 1; 


d’ou Fon eonelura sans difficult@ que la limite de la quantit& @Q;_, est la meme 
que celle de la quantite 


nn... En nn 7). 1-1 


ur Dr Er 
ce qui suffit pour prouver que si toutes les quantites Yu, Yı» Yes: Yu 
convergent vers zero, n croissant indefiniment, la serie (1.) ne pourra tre 
convergente que dans les cas oü la quantite g; ne converge pas vers une 
quantite negative. 
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Les regles que nous venons de demontrer pourront quelquelois etre 
en defaut. Cela arrivera dans les cas oü les expressions p; et g; n’ont pas 
de limite fixe, mais deviennent tantöt plus grandes, tantöt plus petites que zero. 
a mesure que 2 croit ä l’infini; ou bien quand les quantites p, et q, convergen! 
vers zero, quelle que soit la valeur de l’indice :. 


4. 

II nous parait digne d’etre remargue, que les deux quanlites p, et 9. 
ayant le m&me indice, convergeront ensemble vers une limite qui est. ou plus 
grande que zero, ou inferieure a zero, ou egale a zero. 

Pour demontrer cela aussi simplement que possible. nous rappellerons 
un theoreme de „L’analyse algebrique de M. Cauchy” (Voy. Cours d’analvse. 
page 48), savoir: 

„Si pour des valeurs croissantes de ©, la difference 
fiat) —f(@) 
„converge vers une limite k, la fraction 
f(&) 


Mi 





„convergera en meme temps vers la m@me limite.” 


Il suit de ce theoreme que si la quantite 
1 f(n) 


ee 


fir +1) fin) 2 fin +1) 


converge vers une limite k, pour des valeurs croissantes de n, la quantite 


1 
1 —— 
fin) 
n 
convergera en m&me temps vers la m&me limite. Les deux quanlites 
1 
fr) 
ae ee = 77 ine 


pour 2a =», seront donc ou positives ou negatives. ou bien ewales a zero 
en meme temps. 
Du mäme theoreme Il resulte que si la quantite 
a” f(a”) 
a” t+if(ar+!) 
converge vers une certaine limite, =» croissant a l’infini. la quantite 
1 
an (a) 
m 
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eonvergera vers la meme limite. En faisant «” —=n, on trouvera done que les 
deux quantiles 1 


u fin) et „In 


In an f(an) 


ont une meme limite. Or il suit des inegalites (5.) que les deux quanltites 


ren el ta|n( —1)— 1| 


convergent vers la meme limite, si q, converge vers zero; donc les limites des 

















quanliles 1 
| nn) _ fm) 
u "wu ie 5 (ZT, A 


ne dillereront point entre elles. Il s’entend que nous ne considerons ici que 
des logarithmes Ayperboliques. 

En substituant dans ces deux expressions «”f(a”) au lieu de f{n). 
el m au lieu de n, il en resulte que les deux quantites 


"ROH. EONEN 


m. a” f (a”) ) 





et m( EN 0, 








Im a” +! f(u”t!) 
on bien. en Jaisani «"” —n, les quantites 
l 
EEE 
In f 
N» 72, 
la nf nf 
— ei — —1[—1 
‚In la an fan) an) 
— 
la 


auron! une meme limite. Or ces deux quantites ont, d’apres ce qui a ete dil 
plus haul. respeclivement les memes limites que 
l 


217775 fr 
a .) Alieie = ala (Zum urn 1)—1]-1, 


si 4, el q, convergen!t vers zero; pP, et  convergeront donc dans ce cas 
vers une meme limite. On prouvera sans dilficulte, d’une maniere analogue. 
que les denx quantites p, el q, convergent vers une möme limite: et ainsi de 
suite indeliniment. 

les deux regles demontrees ici different tant soit peu par leur forme 
des regles de M. Bertrand et de M. Morgan, mais la coineidence de toutes 
ces regles est si facile a prouver que nous ne nous y arreteront pas. Pour 
les applications de ces regles a des exemples particuliers, nous renvoyons au 
memoire de M. Bertrand cite au No. 1 

Si. Petersbourg 1849. 
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16. 
Zur Lehre von der Klugbahn der Artillerie- 
Geschosse. 


(Von Herrn Obristlieutenant Ferm zu Stuttgart. ) 


1. 

Eine genauere Kenntnifs der Flugbahn der Geschosse ist in vielen 
Fällen von entschiedenem Nutzen. 

Die Gestalt der in der Vertical-Ebene durch die Geschütz- Axe lie- 
sende Flugbahn wird ihrer Natur nach, da die Schwerkraft eine der sie be- 
stimmenden Ursachen ist, am einfachsten und angemessensten auf die Richtung 
der Schwere und auf die Horizontale durch die Geschützmündung (durch den 
vordern Endpunel der Geschütz- Axe) bezogen. 

Beim Richten des Kanonenschusses wird zwar gewöhnlich der Geschütz- 
Axe ihre Lage stels in Bezug auf die von der Mündung zum Zielpunet ge- 
hende gerade Linie. und zwar, um eine bestimmte Entfernung zu erreichen. 
die gleiche Lage gegen diese Linie, sie mag horizontal sein, oder nicht, ge- 
geben, und die Artilleriepraxis hat hierin vollkommen Recht, weil dieses Ver- 
fahren für das Richten der Kanonen passend und bequem und bei der ge- 
wöhnlichen Beschaffenheit des Wirkungsfeldes dieser Geschülzgattung hinreichend 
genau ist. Man nimmt, wenn die von der Mündung zum Ziele gehende ge- 
rade Linie nicht horizontal ist, gleichsam eine Verwandlung der Coordina- 
Ien vor, indem man den Winkel. unter welchem die Geschütlz- Axe ge- 
stellt wird, und sämmtliche Elemente, also auch den höchsten Punct. oder den 
Scheitel der Bahn. auf jene Gerade, als neue Abseissenlinie, statt auf die 
Horizontale durch die Geschützmündung bezieht, und zugleich alle von der 
Gestalt der Bahn abhängigen Verhältnisse, z. B. die Schufsweite und deren 
Längen-Abweichungen von der letztern dieser beiden Geraden auf die erstere 
überträgt. 

Allein es kommen doch auch beim Gebrauche der Kanonen Fälle vor. 
wo man genölhigt ist. in Betracht der Gestaltverhältnisse der Geschofsbahn, 
auf die Richtung. der Schwere und die ihr coordinirte horizontale Richtung 
zurückzukommen. 

Crelle’s Jonrnal f..d. M. Bd. XL, Heft 2. 21 
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Kin solcher Fall findet z. B. Statt, wenn im Festungskriege der Be- 
lagerer beabsichtigt, Werke von gröfserer Längen- Ausdehnung, welche in 
einigermaafsen beträchtlicher Höhe über dem Horizonte seiner Geschützstände 
liegen, aus Kanonen oder langen Haubitzen mit voller Ladung der Länge nach 
zu beschiefsen. oder zu enfiliren, indem es hier nach Umständen möglich ist, 
dafs der als Zielpunet beim Richten der Geschütze dienende feindliche Brust- 
wehrkamm in den aufsteigenden Ast der Geschofsbahn fällt, und die Wirk- 
samkeit des Feuers grofsentheils durch die Lage dieses Zielpuncts gegen den 
wahren (auf den Horizont bezogenen) Scheitel der Bahn bedingt wird. 

Ähnliche Fälle können auch bei den gegen Feldverschanzungen zu 
führenden Angriffen, und selbst beim Geschützkampfe auf offenem Felde vor- 
kommen. 

Die nachfolgenden Untersuchungen mögen dienen, einige Aufklärung 
darüber zu geben, wie die Gestalt sich bestimmen läfst, welche beim Enfilir- 
schufs, oder auch beim Ricochetschufs, die Geschofsbahn gegen den Zielpunct 
und die zu beschielsenden Linien unter gegebenen Umständen annehmen wird, 
und inwiefern die Wirksamkeit des Feuers von jener Gestalt. und insbe- 
sondere von der Lage des höchsten Punels der Balın gegen den Zielpunct. 
abhangt. 

2. 

Zu diesem Zwecke scheint es angemessen, zuvörderst aus der Bal- 
listik die analytischen Ausdrücke, nach welchen die Flugbahnen sich berechnen 
lassen, hier anzugeben, und selbst einige einleitende Betrachtungen, welche 
aus der, wenn gleich zu diesen Rechnungen untauglichen „ parabolischen Theorie 
sich ergeben, vorauszuschicken. 

Aus der Gleichung der parabolischen Flugbahn 


2° 


2h cos’. " 





z = ga.r — 


in welcher 
: die verticale Ordinate. 
x die horizontale Abseisse, beide von der Geschützmündung an gerechnet. 
e den Erhöhungswinkel, d. i. den Winkel, den die Geschützaxe beim 
Abfeuern mit der Horizontalen in der Ebene der Flugbahn bildet, 
h, die der Anfangsgeschwindigkeit zugehörige doppelte Geschwindig- 


keitshöhe 








Lj 


P 
Sud 
- 

Dr Ze 
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bedeuten, findet sich für den Erhöhungswinkel, welcher bei gegebener An- 
fangsgeschwindigkeit genommen werden muls, wenn die Geschofsbahn durch 
einen gegebenen Zielpunct, dessen Coordinaten z=e und «== db sind, gehen 
soll. der Ausdruck: 


vo Alızyla- 24 2)] 


Der kleinste Werth, den Ah, haben darf, wenn das Ziel soll getroffen werden 
9r 
b ( b 2c\ 


können, ist = y(b’-+c’)--e, indem, wenn 4, noch kleiner ist, it 
, , ) 


gröfser als 1 und tg« unmöglich wird. 

Ist A, gröfser als yY(b’-+-e’)+e, so kann der Zielpunct unter zwei 
verschiedenen Erhöhungswinkeln getroffen werden, und es ist wesentlich, zu 
wissen. ob. wenn einer dieser beiden Winkel genommen wird, das Ziel da- 
durch in den absteigenden oder in den aufsteigenden Ast der Bahn fällt. 





Die Ordinate ce, des Scheitelpunets der Bahn ist —= 4%, sin’e, 

Die Abseisse d, dieses Punets — A,sin a cose; 

. e< (c u h / b’b , ?2eNn 
und. je nachdem — = —, d.i. too oder - E + 1-; —_ )| 

J ö >. we 2b or | hı\h ' 6b; 


ist, wird der Zielpunet im absteigenden Aste, im Scheitel, oder im aufsteigenden 
Aste der Balın liegen. 
Nun ist e,. also auch e, jedenfalls kleiner als 44,. und um so mehr 


& . ft . r Dun . 
kleiner als der gröfsere der beiden Werthe von 4tgo. Daher fällt, bei 
) : = 

Anwendung des gröfseren Erhöhungswinkels, welcher jedesmal gröfser ist. 
als der dem kleinsten Werthe von 4, entsprechende Winkel, dessen Tan- 


v(b?+ ce) te 





gente — ist, der Zielpunct immer in den absteigenden Ast. 
) 
Nimmt man dagegen den kleinern der beiden Erhöhungswinkel, so ist 
eo fh I b | 2c a ! b’ . 
Be 1 | (1— ade ı —))]. wenn A, = 2c--4 — ist, oder es kommt der 
bh > 2% ha, b C 
Zielpunet in den absteigenden Ast, in den aufsteigenden Ast, oder in den 


) ; > i j NT 3 
Scheitel der Bahn zu liegen, je nachdem 4, einen kleinern Werth als 2c- - 


hat. welcher letztere nothwendig grölser ist als yıb’ --e)-+-c, oder einen 





7 b* ’ 2c 

sröfsern, oder diesen Werth selbst; und zu A, = 2c-+ 3 — gehört ge — 7. 
. : j h y(b’-e’)+te 
welcher Werth immer kleiner ist als 1 + 


21 * 
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Nach der Theorie der Bewegung ?m leeren Raume läfst sich daher, 
wenn anders die Anfangsgeschwindigkeit grofls genug ist, ein Ziel von ge- 
sebener Lage immer durch zwei verschiedene Erhöhungen des Geschützes 
erreichen. von welchen jedoch, wie von selbst erhellet, die gröfsere beim 
Haubitz- und Kanonen-Feuer keine Anwendung findet. Wird der kleinere 
Erhöhungswinkel gebraucht, so ist eine gewisse Anfangsgeschwindigkeit er- 
forderlich, um den Scheitel der Bahn mit dem Zielpunct zusammenfallen zu 
lassen; und wird dann eine gröfsere Anfangsgeschwindigkeit als diese ange- 
wendet. so fällt der Zielpunet in den aufsteigenden, bei kleinerer Geschwin- 
diekeit dagegen, welche indessen immer noch gröfser sein mufs als das Minimum 
der Anfangsgeschwindigkeit, in den absteigenden Ast der Flugbahn. 

Diese, aus der eben erwähnten Theorie abgeleiteten Verhältnisse müssen. 
wenn auch die Bewegung der Geschosse durch den Widerstand des flüssigen 
Mittels sehr wesentlich sich ändert, da sie zunächst von der Anfangsgeschwin- 
digkeit, der Schwerkraft und dem Erhöhungswinkel abhängen, in der Haupt- 
sache auch noch für die Bewegung in der Luft gelten; wie Dies die nach- 
[oleenden Sätze zeigen werden. 

3. 

Für die Bewegung eines Geschosses 2m wederstehenden Mittel hat man, 
in der Voraussetzung, dafs der Widerstand dem Quadrate der Geschwindigkeit 
proportional sei. die beiden Grundgleichungen: 





o°’a Ö 

-— — — lı— — und 
ot” -i ot0 
0’ 1 os 0% 
[in D 07 2) 
ot? I sa f 


welche. durch Wegschaffung der Veränderlichen /, in die Gleichung der Fiugbahn 


n | 
(A.) — PR. 2 


or oror 





übergehen. zu welcher noch die Gleichung 


 (02\ Os 
a%} > | > me >> 


1 "3 ON’ x / 
( B. ) — - ;_ = (==) oder — Be. = be 
r 


yg oXr 0'2 4 














gehört. 
In der Vertical-Ebene der Flugbahn. in welcher der Ort des Coor- 
dinaten- Ursprungs vorerst unbestimmt ist, sind die verlicalen & von unten 


nach oben. die horizontalen x nach der Seite. wohin das Geschofs sich be- 
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wegt, gerichtet angenommen; g ist die Beschleunigung der Schwere im flüs- 


. „nD 
sigen Mittel; u ist — } 497 j, wo 


n einen durch Eifähring zu bestimmenden beständigen Coöflicienten. 

D die Dichtigkeit des flüssigen Mittels, 

D, die Dichtigkeit des Geschosses. 

{ dessen Halbmesser 
bedeuten. 

Verlegt man den Anfang der Coordinaten in den Scheitelpunet @ der 

Bahn. und setzt ferner 

f die Geschwindigkeit in diesem Puncte, 

fi die Anfangsgeschwindigkeit, 
und A, = n die diesen Geschwindigkeiten zugehörigen doppelten 


9 


PIPRE co 


I 
Geschwindigkeitshöhen , 
den Erhöhungswinkel, 

log die natürlichen Logarithmen, 


e deren Basis. 
so erhält man ran Integration der Gleichung (4A.), in Verbindung mit (2.): 


@ \ BE... >) _ 
et ))] 


Ih.cos°e = 














(ee 1] to (45° - l ) 
— zu u Tr g(49 720) 


und. da eine weitere ale in geschlossener Form nicht möglich ist. 


durch Integration in Reihenform: 





Bo 1 ie R 
(0) 2 rue) Her rue 3). 
D 023 1 I AUX 1\ |  „2ux I fI j | 1\ 24X l 
( u a ae —1)-+ ap re —te" 1 (lur+he""—+4#)..-.. 
E O3 _ 1 ux _| l L g>ux 2ux | 1 pe _L 3\ px 
( .) Bu 7 Sa vu e m (de — 5 ri>sutrrg)e il. 


Für gröfsere und mittlere Geschwindigkeiten der Artillerie - Geschosse 
und für die den letzteren Geschossen zugehörigen Werthe von «u, convergiren 
diese drei Reihen sehr schnell, so dafs selbst die zweiten Glieder zur rechten 
Seite des Gleichheitszeichens ohne erheblichen Fehler weggelassen werden 
können. Die nöthigen Correctionen lassen sich dann leicht nachholen. 
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4. 
Sind in Bezug auf den Zielpunet M die Abstände AN —b und NM = c ge- 
veben und ist OP oder —z— —2,. PM oder x — x, , so giebt die Gleichung (€. ) 
E o | —- ul b-x, | R 1 
\e- g u (er O9 Lub— 2) —1). 
(b.) ) 

| 2] BB — u’h (A a ur, Pen 1), 

demnach erhält man durch Subtraction 
1 / ub ux, | UX ub— wich 
e- 7 — 1)e"”" — ub),. und et“ — en 


woraus, wenn 4 bekannt ist, ©, und somit 2, gefunden werden können. 

Ergiebt sich e““ gröfser als 1 oder .r, positiv, so fällt, mit der Vor- 
aussetzung übereinstimmend, der Scheitel der Bahn 0 zwischen den Anfangs- 
punet A und den Zielpunet M. 

Wird e““ kleiner als 1 oder. ©, negativ, so liegen Scheitelpunet und 
\nfangspunet auf enigegengeselzten Seiten des Zielpuncts. 

Findet sich e““ oleich 1 oder f, gleich Null, so fällt der Scheitel der 
Bahn in den Zielpunet, und durch die Gleichung 

zn — ub 
(e.) zei hu uh — Iren 

wird sonach diejenige Scheitelgeschwindigkeit bestimmt, bei welcher Ziel und 





Scheitel zusammenlallen. 
Die Gleichungen (D.) und (£.), in Verbindung mit (B.), geben ferner 





"TE = (1—e*?.e"“), und 
dan h(i1-+to’«e) 
it, PER e-ub, EX, 


woraus dureh Combination mit 


(d.) en — 


ub— u’ch 
1 a ezub 





folgende weitere Ausdrücke hervorgehen: 


ubtg a — uc 


ub 








e. e UA I — e u a en R 
( ) (eud — )tiga@— uc 
l, ub— u’ch 
oa— —(1—- | ) 
(7) ie u A\ end _1 


DB: u'bh, Es | ( 2 (eu — ub—1) 2 (eb — ub — Pr I: 
E“ \ Ä u ubh 19 )) I 


2 ke? — ub —1) 


























16. Heim, über die Flugbahn der Artillerie - Geschosse. 157 
eud — ub—1 ub — (1 — ee?) e4Xı 
(Y.) uh ——- er r au - = \ - . 
(er? —I)lga@ — ut ut 
uh end — ub —1 
(h.) uh, == 3 u rw ehe 
(1— uhtlge) cos’« (ubtg a — ur)cos’@ 
Mit Hülfe der Gleichungen («., d., .... +.) lassen sich, in Beziehung 


auf eine Geschofsbahn, welche durch ein Ziel von gegebener Lage gehen 
soll. von den vier Bestimmungsstücken: Anfangsgeschwindigkeit, Scheitel- 
geschwindigkeit, Erhöhungswinkel und Scheitel- Abseisse, immer eines aus 
jedem der drei andern bestimmen, und sodann die Scheitel- Ordinate mittels 
der Gleichung (2.) finden. 

In Hinsicht der Anfangsgeschwindigkeit finden ähnliche Bedingnisse 
wie bei der Bewegung im leeren Raume (2.) Statt. 

Die doppelte Geschwindigkeitshöhe A, darf, wenn überhaupt eine durch 


den Zielpunet gehende Bahn des Geschosses möglich sein soll. nicht kleiner 
2 (eu —ub—1) 
u’(v(b’+ u c) ’ 
Gränze entsprechende Werth von tg« ist. wie bei der Bewegung im leeren 
ö b’--e’)-e 
Kaume, gleich Y I er 
” ) 


Bei gröfseren Werthen von A, kann das Ziel unter zwei verschiedenen 


weil sonst ige imaginär wird; und der dieser 





sein als 





Erhöhungswinkeln erreicht werden, und die Werthe von ige, mit positivem 
Wurzelzeichen, nehmen mit A, zugleich zu, die mit negativem Wurzelzeichen 
dagegen ab, während 4, zunimmt. 

Vermöge der Gleichung (e.) ist 


we (1— e-#°) 
e-ub +ub—1 





er: ;. je nachdem tg« | 


7 no uc(1— e=#2) 
ist. und dem Werthe A 


entspricht nach der Gleichung (4.) ein Werth von 


u, (et? + ub—1)’+ we? (1— eb)? 
uc (eu +ub wi | 





von tg«, welcher kleiner ist als ner nu 





Bee 


. 0 . . 7 2 (eud — ub—1) 
welcher nothwendig gröfser ist als der kleinste Werth Le) Ze) von 





«oh, und, in die Wurzelgröfse der Gleichung (f.) gesetzt, dieser Gröfse den 


2 2m? Ri eb) eub _ ee 
ub.eub HIST giebt, in welchem das zweite 
| uc(l—ı 


Glied kleiner als 1 ist, so dafs die Wurzelgröfse, damit tg« gleich en 
J oO P uU 5 — 





Werth 1— 


„—ub } 


werde, mit negalivem Zeichen genommen werden mufs. 
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Demnach fällt, wenn bei irgend einem Werthe von A,. welcher gröfser 
als sein Minimum ist, der kleinere der beiden Erhöhungswinkel genommen 
wird. das Ziel in den absteigenden Ast, in den Scheitel, oder in den auf- 
steigenden Ast. je nachdem 








i iz e-ub = ub u | ue ( 1 FREE e-ub)? 
uh, = e ee 
| | uc er L ub—I1 
ist. und wenn der grölsere dieser Winkel genommen wird, immer in den 
absteigenden Ast. 


Indessen darf nicht unbemerkt bleiben, dafs der angegebene kleinste 
Werth von 4,. und der ihm entsprechende von tg«, wegen der bei abnehmen- 
dem % nach und nach eintretenden ungenügenden CGonvergenz der Reihen (CÜ., 
D.. E.),. nicht als genau gelten kann; so wie aus der gleichen Ursache 
überhaupt mit dem gröfseren Werthe von « die mit Hülfe dieser Reihen ab- 
veleiteten Ausdrücke zur Anwendung wenig geeignet sind. 

Aus der Gleichung (A.) ergiebt sich für e=0: 
end — ub—1 


sub sin 2« 





(.) Ben 


welcher Ausdruck dazu dienen kann, aus der horizontalen Schulsweite 5 und 
dem Erhöhungswinkel « die Anfangsgeschwindigkeit zu finden. 

Ist /‘, die Endgeschwindigkeit für die horizontale Schufsweite, und ee, 
so findet sich, angenähert, aus (B.. C.. D., e.,..... h.): 


ıl ud | 2 
e’— ub—1 , toa(em?Lub—I1) 
uh, — A oe be ( 1 


ub.erdtga | ub.emub (eu —ub—I) ' 








und hieraus ferner, wenn « klein ist, nahe 


I. = I Zu 


Wird, wie beim Ricochetschusse, beabsichtigt, dafs das Geschofs aufser 


dem Puncte # noch einen zweiten Punct M,, für welchen AN, —= db--b, und 
NM ==e—e, ist, treffen soll. wodurch Anfangsgeschwindigkeit und Er- 


höhungswinkel zugleich bestimmt werden, so hat man neben der Gleichung (d.) 
noch die weitere: 
ed: -x,) Dur U (b+b,)— u’(e—e,)h 


= 1 — e=u(b+b,) 





woraus in Verbindung mit (d.) 


Re ı PARSE Be: 2 ER = ub 
(k) a b(i )—b,(1—1 ) 





ce —N) Fe, 1—e-@P) 


und sodann weiter nach (f. und 4.) der Erhöhungswinkel und die Anfangs- 
vseschwindigkeit sich ergeben. 
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>. 
Um die Anwendung der entwickelten Ausdrücke an einem Zahlenbei- 
spiele zu zeigen, sei 
Der horizontale Abstand AN —= b des Zielpuncts von 
der Geschützmündung . . . » 2 2.2..." 2... = 3000 Par. Fufs 
Dessen Höhe NM — e über dem Horizonte der Ge- 
BORRISBEREEEE — - - .» 2. 8 ee ae. Ver 
Der Winkel, den die gerade Linie von der Mündung 
nach dem Ziele mit der Horizontalen macht, der sogenannte 


Terteinwiskel, ist demnach I 2... 2 2.0. ee 2°. 
und die Länge dieser geraden Linie, yb’--e) . . . = 3002.9 Par. F. 


Wird der Winkel 2° 30° von dem Erhöhungswinkel «, den die Rechnung 
viebl, abgezogen. so bleibt der Winkel übrig, unter welchem die Geschütz-Axe 
gegen die gerade Linie von der Mündung nach dem Ziele beim Richten zu stellen is! 


Der Widerstands-Coöflieient u = } Di ; * han ot von der Gröfse und dem 


Gewichte der Geschosse ab, und findet sich, wenn der numerische Coefli- 
cient rn, nach Borda, Lombard und Porsson — }, und die Dichtigkeit (spec 


Schwere) D der atmosphärischen Luft für eine mittlere Temperatur (etwa--10'R.) 
= 40 angenommen wird. wie folgt. 
Nach dem „Aide-Memoire a l’usage des officiers ete.” vom Jahr 1544 is! 
Für die 24pfünd. Kugel, bei 0,37 Centimeter Spielraum, 22 = 14,9 Centimeter, 
Für die l6pfünd. Kugel, bei 0,37 Centimeter Spielraum, 27! 13 Centim., und 
Für beide Geschosse D, —= 7.207; 
Für die 22 Centim. Granate, bei 0,25 Centim. Spielraum, 2!= 22,05 Centim. und 


23 000 


mit 1 Kilogramm Füllung die Granate 23 Kilogr. und 1 Cubikcentimeter 
Wasser 1 Gramm wiegt; 
Für die 16 Centim. Granate, bei 0,25 Centim. Spielraum, ist 2/!— 16,3 Centim. und 


000 2 . a - 17: a . x 
D, - 7 — 4,551, indem mit 0,475 Kilogr. Füllung die Granale 


11 Kilogr. wiegt. 


„ wenn 2 in Centimetern angegeben wird, — 4.097, indem 





*) Die beispielsweise hier angegebenen Abstände sind den Örtlichkeiten einer deul- 
schen Festung, und die Geschütze der französischen Artillerie entnommen. 
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Man hat demnach in Pariser Fufsen Mr oder - nel: 
Für die 24pfünd. Kugel — 2938,457, 
-— — I6pfünd. -— = -2563.755. 
- - 22° Granalte _ 2492.240. 
- - 16 ” — 2163,702. 


6. 
Flugbahn der 24pfünd. Kugel. 


I) Soll der Scheitel der Bahn in den Zielpunet, für welchen 43000, 





— 131 ist, fallen, so findet sich, die Beschleunigung der Schwere y zu 
30.1963 F. *) angenommen: 
Aus (e.) die Scheitelgeschwindigkeit f oder ygk) . . . = SU.RF.. 
Aus (f.) der entsprechende Erhöhungswinkel © . . . . = 4°16), 


Aus (4.) die erforderliche Anfangsgeschwindigkeit f, oder y(gA,) = 1455,6 F.; 
wozu nach dem „Aide-Mem. p. 429” eine Ladung von 2,94 Kilogr. gehört. 


Bis die Kugel vom Scheitel der Bahn oder vom Zielpunet an wieder um 
7 F. sinkt, oder bis sie einen 7 F. unter dem Brustwehrkamm liegenden hori- 
zontalen Wallgang erreicht, geht sie noch weiter um 574 F., und es macht dann 
ihre Bahn mit dem Horizont einen Winkel von 1° 27. 


n2 


0 mp 
2 





Wird bei der Berechnung von f, noch auf das zweite Glied von Ep 
in der Gleichung (#.) Rücksicht genommen, so findet sich fi = 1456,4 F., 
also nur um 0,5 F. gröfser als miltels der Gleichung (A.); woraus die . 
Convergenz der Reihen bei den angewendeten Werthen von u und 4, und die 


Zuläfslichkeit der Vernachlässigung der zweiten Glieder derselben hervorgeht. 


2) Nimmt man an, die nk sehe, indem das Geschütz auf denselben 
Zielpunet und unter demselben Winkel, wie im vorigen Falle, gerichtet wird, 
vermöge der unvermeidlichen Unregelmäfsigkeiten der Schüsse, nur um den 
20ten Theil der mittleren Schufsweite zu weit, wonach sie auf eine hori- 
zontale Entfernung von 3000.24 = 3150 F. eine Höhe von 13134 — 137,55 F. 
erreicht. so hat man 

e—=4°16, 53150, ce == 137,55, 


*) Unter F. wird hier und im Folgenden Pariser Fufs verstanden. Der Einfach- 
heit wegen ist für die vier Geschofsgattungen der gleiche Werth von g, nämlich die Be- 
schleunigung im leeren Raume, welche um etwa 0,005 F. zu grofs ist, genommen. 
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und erhält 


Aus (9.) für die Scheitelgeschwindigkeit f . . . io 882 F.. 
Aus (A.) für die Anfangsgeschwindigkeit fi . . . 1507.2 F 


zu welcher eine Ladung von 3.2 Kilogr. gehört. 
Aus (e.) erhält man für den horizontalen Abstand des Schei- 

tels vom Zielpunet, welcher Scheitel jenseits des lelztern Punctes. 

vom Geschütze an gerechnet, fällt. . » . 2 202020020... —=132,.5 F 
Aus (b.) für die Höhe des Scheitels über eben diesem Puncte — 6,556 F. 


Es findet sich ferner, dafs die Kugel, bis sie wieder auf die Höhe des 
Zielpunets, d. i. um 6,556 F. fällt, vom Scheitel an noch um 563 F. weiter geht: 
so dafs sie demnach, während sie gegen ein mit dem Geschütze in gleiche: 


Er 


Höhe stehendes Ziel nur um 150 F. zu weit gegangen wäre, wegen des höheı 


we) 


stehenden Zieles in Wirklichkeit um 132 -- 563 = 695 F. zu weit geht. 


3) Die Scheitelgeschwindigkeit f des Geschosses sei = 900 F., so dafs 
der Zielpunet, wenn er getroffen werden soll, vermöge (1.). zwischen den 
Scheitel und das Geschütz, oder in den aufsteigenden Ast der Bahn fallen 
mufs. Man hat demnach d = 3000, e—=131, f= 900, und findet 


Aus (f.) für den zu nehmenden Erhöhungswinkel 2. . —=496), 
Aus (A.) für die erforderliche Anfangsgeschwindigkeit / == 1534,5 F.: 


wozu eine Ladung von 3,4 Kilogr. gehört. 
Aus (d.) findet sich für den Abstand x,. in welchem der 
Scheitel vor den Zielpunct, auf die vom Geschütz abgekehrte Seite 
DIE: N EEE TI en 
Aus (d.) für die Höhe 2, des Scheitels über dem Zielpunet . 0,268 F. 


Bis das Geschofs vom Scheitel an um 7.268 F. sinkt, oder bis es einen 
7 F. unter dem Zielpunct liegenden horizontalen Wallgang erreicht, geht es 
vom Scheitel an noch um 603 F. weiter, oder entfernt sich vom Zielpunet bis 
zu 724 F.. und es macht dann seine Bahn mit dem Horizonte einen Winkel 
von 1° 26. 


4) Wächst die Scheitelgeschwindigkeit f der Kugel, welche das Ziel. 
wofür = 3000 und e== 131 ist, treffen soll, bis zu 923 F., so muls das 
letztere um so mehr in den aufsteigenden Ast der Bahn fallen, und die ent- 
sprechende Anfangsgeschwindigkeit fi des Geschosses beträgt dann 1601,2 F.; 


wozu ungefähr die volle Ladung von 4 Kilogr. gehört. 
22* 
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Es ergiebt sich für diesen Fall: 


Der erforderliche Erhöhungswinkel © . . 2 2 222.08 58, 
Der Abstand x, des Scheitels vom Ziel . . . . 2... =RFSAF.. 
Die Höhe 2, des Scheitels über dem Ziel . . . .2...=0,863 F.. 


und bis das Geschofs um 7.S6 F., d. i. um 7 F. unter die Höhe des Ziels, 
herabsinkt, geht es noch weiter um 642 F., oder entfernt sich von dem 
Ziele um S65 F., und sein Weg bildet dann mit dem Horizonte einen Winkel 
von 1° 27. 

5) Das Geschütz werde nun unter dem für die volle Ladung nach dem 
vorigen Falle ermittelten Erhöhungswinkel 3° 58° gerichtet, die Kugel gehe 
aber mii einer den zwölften Theil der mittlern Schufsweite betragenden Län- 
ven-Abweichung zu weit, oder erreiche in einer horizontalen Entfernung von 
3000-13 —= 3250 F. die Höhe über der Mündung von 131-123 — 141,917 F.. 
o dafs 

a —=3'59, 5= 350, c = 141,917 
zu nehmen ist, und auf eine zufällig gröfsere Geschwindigkeit des Geschosses 


oeschlossen werden mufs. Es findet sich dann 


Die Scheitelgeschwindigkeit f - . : : 2 2... == 939,5 F., 
Die Anfangsgeschwindigkeit ik - -» » : 22... =1693,1F., 
Der horizontale Abstand. in welchem der Scheitel vor 

em Kisksuner Bag, = 5: 200 u re a er 
Die Höhe des Scheitels über dem letzteren . . . . .. =11,536 F.. 


Bis die Kugel um diese letztere Höhe wieder sinkt, geht sie noch 
um 785 F. weiter, und ihre, auf dem Horizonte des Zielpunets gemessene 
Längen- Abweichung beträgt daher in Wirklichkeit 785 -- 442 —= 1227 F., 
während sie bei einem mit dem Geschütze gleich hoch stehenden Ziele von 
sleicher Entfernung nur 250 F. betragen hätte. 

6) Soll das Object, dessen horizontaler Abstand vom Geschützstande 
3000 und dessen Höhe über der Mündung 131 F. beträgt, mit einer kleineren 
Scheitelgeschwindigkeit, oder unter einem gröfsern Erhöhungswinkel als im 
Falle (1.). gefunden worden, getroffen werden, so mufs der Scheitel der Bahn 
zwischen den Anfangspunet und das Object fallen. 

Seizt man den Winkel @—=4}?", so ergiebt sich 


Aus (g.) die Scheitelgeschwindigkeit f . . . . 2... == SISIF., 
Aus (A.) die Anfangsgeschwindigkeit fi. - : :.... = WT0,SF., 


wozu eine Ladung von 2,54 Kilogr. gehört. 
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Aus (e.) ergiebt sich für den horizontalen Abstand, in wel- 
chem der Scheitel hinter dem Zielpunet, auf der dem Geschütze 
zugekehrten Seite desselben lieg, - - - > = 2 2 2 2.0 = 132F.. 
Aus (d.) die Höhe des Scheitels über dem letztern Puncet ==0,379 F 
Bis die Kugel um 7,38 F. vom Scheitel an, oder um 7 F. unter die 
Höhe des Zielpuncts sinkt, geht sie vom Scheitel an noch um 567,5 F. weiter. 
oder über das Ziel hinaus um 435,5 F., und der Winkel ihrer Bahn mit dem 
Horizont in dieser Höhe ist 1° 32. 
7) Wird der Winkel ©—=5" genommen, so ist, damit dasselbe Objeet 


vetroffen werde, 


Eine Scheitelgeschwindigkeit f - -: : : 2: 2 22... = MU6FE., 
Eine Anfangsgeschwindigkeit iı - >: : : > 2 20.20.. == 122YF.., 


wozu eine Ladung von 2 Kilogr. gehört, nöthig, und es findet sich, dafs der 
Scheitel der Bahn hinter das Ziel um 335,6 F. fällt, und über dasselbe um 2.924 F. 

Bis das Geschofs um 7 F. unter die Höhe des Ziels herabsinkt, gehi 
es vom Scheitel an noch um 609 F. oder vom Ziele an um 273 F. weiter, 
und die Neigung seiner Bahn gegen den Horizont beträgt dann 1° 56'. 


7. 


Flugbahn der 16pfünd. Kugel. 


I) Wenn der Zielpunct, dessen horizontaler Abstand & vom Geschütze 
— 3000, und dessen Höhe über dem letztern = 131 F. ist, von der 16pfünd. 
Kugel so getroffen werden soll, dafs der Scheitel der Bahn mit ihm zusam- 
menfällt, so mufs 

Die Scheitelgeschwindigkeit f oder y{yh) . . - — 853,2 F., 

Der Erhöhungswinkel . . . 2. 2... 4’ 1R', 

Die Anfangsgeschwindigkeit fi oder yY(yh) -» : » ».: —=1%5,7F. 
sein; wozu eine Ladung von 2,76 Kilogr. gehört. In ihrem absteigenden Aste 
seht dann die Kugel, bis sie einen 7 F. unter dem Zielpunet liegenden hori- 
„ontalen Wallgang trifft, noch um 560 F. weiter und macht beim Auffallen 
mit dem Wallgange einen Winkel von 1° 29". 

Der vollen Ladung der 16pfünd. Kanone, welche nach dem „Aide- 
Memoire p. 412” 2,666 Kilogr. beträgt, entspricht nach p. 429 eine Anfangs- 
seschwindigkeit von 493,5 Meter = 1519,2 F., welche um 16,5 F. kleiner ist 
als die so eben gefundene Anfangsgeschwindigkeit. 
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Wird die 16pfünd. Kanone mit dieser vollen Ladung angewendet, so 
wird demnach das Ziel noch etwas unter den Scheitel der Bahn in den ab- 
steigenden Ast fallen, und es mufs der Erhöhungswinkel um ein weniges gröfser. 
als der so eben angegebene genommen werden. Jedoch ist der Unterschied 
so unbedeutend, dafs sich ohne erheblichen Fehler die Ladung von 2,666 Kilogr. 
als diejenige ansehen läfst,. bei der das Ziel in den Scheitel fällt. 

2) Wird beabsichtigt, die 16pfünd. Kugel solle, wie beim Ricoche- 
tiren (Aide-Memoire p. 417), indem ihre Bahn durch das Ziel geht, für wel- 
ches b=3000, e=131 ist, einen 7 F. niedriger als das letztere liegen- 
den horizontalen Wallgang in einem Absiande vom Ziele von 42 Meter 
— 129.29 F. erreichen, so findet man, indem man d, = 129,29. c, —=17 setzt: 


Aus (A.) die dazu gehörige Scheitelgeschwindigkeit f . == 663.6 F.. 
Sodann nach (d.) den Abstand x, des zwischen das Ge- 
schütz und das Ziel fallenden Scheitels von letzterem . . . =623.4F.. 
Nach (d.) die Höhe 2, des Scheitels über dem Ziel. . = 14,472 F., 
Nach (f.) den Erhöhungswinkel « . . RER, 


wozu ein Geschütz- Aufsatz von 274 Millim. (Aide- ten p. 432) gehört. 
Und nach (A.) die erforderliche Anfangsgeschwindigkeit fi = 1061 F.. 
zu welcher eine Ladung von 1,1 Kilogr. gehört. 
Der Winkel, den die Bahn des Geschosses mit dem Wallgange beim 
Niederfallen bildet. beträgt 3° 26”. 


8. 
Flugbahn der 22centim. Granate. 
1) Soll die 22° Granate so fortgeschleudert werden, dafs sie das an- 
vsegebene Ziel im Scheitel ihrer Bahn trifft, so mufs sie, wie sich aus (c.) 


ergiebt. mit einer Geschwindigkeit f von. . 2. 2 2 2020.20. 84S,2F. 
in diesem Scheitel ankommen, 
(A.) mit einer Anfangsgeschwindigkeit fi von. . . . .... 1560F. 
Und (f.) unter dem Erhöhungswinkel © . . . 2.2... =410 


abgeschossen werden. 

Nach dem „Aide-Memoire p. 429” ist aber die gröfste Anfangsgeschwin- 
digkeit, mit welcher dieses Geschofs aus der 22° Haubitze, nämlich mit der 
Ladung von 2 Kilogr., fortgetrieben werden kann, 286 Meter = 880.4 F. Da- 
her kann das Ziel mit eben diesem Geschütz nicht anders als im absteigenden 


Aste der Geschofsbahn getroffen werden. 
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2) Wenn nun das Ziel mit dieser möglich-gröfsten Anfangsgeschwin- 


digkeit des Geschosses — 880,4 F. erreicht werden soll, so ist dazu, wie 
aus (f.) gefunden wird, 
Ein Erhöhungswinkel @ von . . . : 22 nn nn. WAT AI" 


erforderlich, und man erhält ferner 
Aus (e.) den Abstand x, vom Ziele, da der Scheitel hinter 


dasselbe, gegen das Geschütz zu fällt, . . 2 2.2.2.2... =841.6F.. 
Aus (d.) die Höhe desselben 3, über dem Ziele . . . =3782 F.. 
Aus (g.) die Scheitelgeschwindigkeit f . . . . .... =564 F. 


und die horizontale Entfernung, um welche das Geschofs vom Ziele an noch 
weiter geht, bis es sich 7 F. unter die Höhe desselben herabgesenkt hat, — 7OF.. 
so wie den Winkel, den seine Bahn auf dieser Entfernung mit dem Horizonte 


a PR ee 7 2 er 
by) 
Wird der Erhöhuneswinkel «& durch Zuziehune des zweiten Gliedes der 
o en) 
Reihe (D.) verbessert, so ergiebt sich derselbe — 7° 46'58”, also nur um 


20” kleiner als aus der Gleichung (f.); was auch bei den hier angewen- 
deten Werthen von u und 4 eine noch genügende Annäherung der Aus- 
drücke (b.) .... (A.) zeigt. 

3) Die Anfangsgeschwindigkeit, welche die 22° Granate aus dem eanon- 
obusier von 22° der französischen Marine mit 3,5 Kilogr. Ladung erhält, ist im 
„Aide-Memoire” nicht angegeben. Man findet aber mit Hülfe der Gleichung (?.) 

Aus der Tragweite von 1000 Metern, mit 82 Millim. Aufsatz, oder 3° 25’ Erhöhung. 
u.aus der Tragweite - 1200 - -131 - - - 32 - - 
(Aide-Mem. p. 426 u. 432) die Anfangsgeschwindigkeit der aus diesem Ge- 
schütze mit 3,5 Kilogr. geschossenen Granate ziemlich übereinstimmend —= 1114 F 

Soll das Geschofs mit eben dieser Anfangsgeschwindigkeit das ange- 
sebene Ziel erreichen, so beträgt nach den entwickelten Gleichungen 


Der nöthige Erhöhungswinkel «© . . . 2. 2 2220.20... 9047. 
Die Scheitelgeschwindigkeit f. . . 2 2 2 2202020... 878.6 F.. 
Der Abstand x, des Scheitels. welcher zwischen das Ge- 

schütz und das Ziel fällt, von dem letztern . . 2... 574.3 E.. 
Die Höhe 2, desselben über dem Ziel . . . 2. 2.2.2... 11.70 F.. 
Die horizontale Entfernung vom Ziele, in der es einen 7 F. 

unter demselben liegenden Wallgang erreicht,. . . . 2.2. B444AF.. 


Der Einfallwinkel, den es mit dem letztern macht. . . 3%. 
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g. 


Flugbahn der 16centim. Granate. 


1) Wenn das Ziel, dessen horizontale Entfernung 5 vom Geschütze 
3000 und dessen Höhe ec über demselben 131 F. beträgt, von der 16° Granate 
im Scheitel der Bahn getroffen werden soll, so ist dazu 


Eine Scheitelgeschwindigkeit f von . . 2 2 2 202020.. 838,7 EE.. 

Eine Anfangsgeschwindigkeit fi, vom . 2. 2.2.2.2... 1664 F.. 

Und ein Erhöhungswinkel &© von. . . 2. 2 2 2020.20. 4°5 
nöthig. 


Die gröfste Anfangsgeschwindigkeit aber, welche der 16° Granate bei 
der vollen Ladung von 1,5 Kilogr. mitgetheilt wird, beträgt (Aide-Mem. p. 429) 
nur 328 Meter — 1010 F., und das Ziel kann somit nur im absteigenden Aste 
von diesem Geschosse erreicht werden. 


2) Bei dieser gröfsten Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses mufs die 


Bahn desselben, wenn sie durch das Ziel gehen soll, so beschaffen sein, dals 


Der Erhöhungswinkel © . . . . 2 2 2 2 2 22.6489, 
Die Scheitelgeschwindigkeit f. . » > 2 2 2 2020.00. 995.58 F. 
Der Abstand w, vom Ziel, in welchem der Scheitel zwischen 

dem letztern und dem Geschütze liegt. . . . 2 2 2020.20. T44,1F., 
Die Höhe z, des Scheitels über dem Ziele . . 2. ......26.53 F. 


beträgt, und dafs das Geschofs,. bis zur Senkung um 7 F. unter das Ziel, noch 
um 56.5 F. über dasselbe hinausgeht und seine Bahn an dem dieser Entfer- 
nung entsprechenden Puncte gegen den Horizont eine Neigung von 4° 56’ hat. 


10. 

Die Folgerungen, welehe aus den im Vorigen angestellten Berechnun- 
gen für den gewählten Beispielsfall sich ergeben, werden nun im Wesent- 
lichen folgende sein: 

Der Enfilirschufs aus Kanonen ist in dem Sinne eines Schusses. 
der mit voller Ladung in flachem Bogen geschieht, aus dem vorausgesetzien 
Standpuncte der Belagerungsgeschütze gegen die 3000 F. in horizontaler Rich- 
tung von ihm entfernten und 131 F. über dem Horizonte der Geschützmün- 
dungen liegenden Werke nicht anwendbar. Mit ganzer Ladung erreicht die 
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24pfünd. Kugel die als Ziel angenommene Brustwehr schon in dem aulstei- 
senden Bogen ihrer Bahn, und geht, bis sie vom Scheitel an wieder bis zur 
Höhe dieses Zieles herabsinkt, auf sehr beträchtliche Strecken weiter; auch 
fallen die Längen-Abweichungen der Geschosse wegen dieser Lage des Schei- 
tels um das Vierfache und Fünffache grölser aus, als auf wagerechtem Boden. 
Die Bahn der mit voller Ladung abgeschossenen 16pfünd. Kugel gestaltet sich 
zwar etwas minder ungünstig, indem deren Scheitel ungefähr in das Ziel, odeı 
dem Geschütze noch etwas näher zu liegen kommt; doch mufs auch bei diesem. 
an sich weniger kräftigen Geschosse, wie bei der 24pfünd. Kugel, wenn gleich 
in geringerem Maalse, eine durch den sehr gestreckten Lauf und die stärkeren 


Längen - Abweichungen gesteigerte Unsicherheit der Wirkung Statt finden. 


Mit Haubitzen ist aus derselben Stellung. wegen der Gröfse der Winkel, 
unter denen die Geschosse auch bei voller Ladung die zu beschiefsenden 
Wallgänge treffen würden, kein eigentlich bestreichender Schufs ausführbar. 
und nur aus der Granatkanone der Marine. mit voller Ladung abgeschossen. 
könnte die 22° Granate auf die Wallgänge noch in gestreckterer Bahn wirken. 


Unter diesen Umständen scheint bei der angegebenen erhöhten Lage 
der anzugreifenden Werke der Ztzcochetschufs, nämlich ein Schufs mit 
schwächerer Ladung in höherem Bogen, mehr zur Anwendung geeignet, als 
der Enfilirschufs, obgleich bei der 500 Klafter betragenden Entfernung des 
Ziels auch von jener Schuls-Art ein sehr wirksamer Erfolg nicht zu er- 


warten ist. 


Zugleich erhellei aus den vorstehenden Erörterungen, dafs, wenn die 
Aufstellung der Geschütze in kleinerer Entfernung vom Ziele geschehen 
kann, das Ricochetfeuer zwar dadurch an Wirksamkeit gewinnen wird, für 
den Enfilirschuls dagegen durch grölsere Nähe, bei übrigens verhältnifsmäfsig 
gleich grofser Erhöhung des Ziels, die Verhältnisse sich noch ungünstiger ge- 
stalten werden. 


11. 

Als vollkommen genau können zwar die hier vorgelegten Rechnungs- 
Ergebnisse nicht gelten: nicht sowohl wegen unzureichender Näherung der 
angewendeten Formeln, als vielmehr wegen der Unsicherheit des Werths des 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft ?. 23 
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Widersiands-Coöffieienten «. welcher. streng genommen. mit der Geschwin- 
diekeit des (Greschosses selbst sich ändert. auch von der. einem bedeuten- 
den Wechsel unterworfenen Dichtigkeit und Temperatur der Luft abhangt, 
und daher den. seiner Natur nach überhaupt noch nicht genau bekannten 
Widerstand der Luft nur unvollkommen vertritt. Dennoch dürfen im All- 
oemeinen und Wesentlichen die in Betreff der Verhältnisse der Schufsbah- 
nen hier „gezogenen Folgerungen immer als angenähert richtig betrachtet 
werden. 


Stutteart, im Juli 1850. 
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17. 
Memoıre sur quelques formules relatives aux surfaces 


du second ordre. 


(Par. Mr. William Spolliswoode, de VUniversite d’Oxford.) 


$. 1. 
Reduction de lV’equation general 


Sit. comme a l’ordinaire. 





a_|B F 6, 6| | 
Br F, 6 Pia rim 
ug 1a, A H. B| IF. 
= en G — Wish, | H: | . 
rn 6, F| 1,6 
4, H, G' Be A. H, 6 BERN 
2) HBF BF 
G,F,C, IG, F, C 





et soient 4,, B,. C,, Fi, @., H,. V,. les valeurs que prennent A, B, C, 
F,G, H, V, en ecerivnt A—6#, B—09, C—9, au lieu de A, B,C: el 
4,B,C, F,@, H, V', celles que prennent les m&mes quanlites quand 
on change les directions des axes coordonnes; c’est a dire quand x, y, 2 


zes 


deviennent Ze -my-- nz, lc+my-ınz, Uxc--m"'y-n"z. Cela pose. 
EA u > u | 
on aura 











# = 1A,H,6G3 3 = [/AHGm| € = /A,H,6G, 
Ka " H,B, F. au’ H,B,F, n 

G, " r G,F.C. m" | G,F,C,n” | 

ö l. : er | m.m' m", . n.n’,.n",.| 
Y Sr rue IH — [A,N.G,m 
H.B. F, n’ IH. B, F, !' H,B, F, u 

G,F,C, n” 68,6 G,F,C,m"| 

m,m',ın",. | A E,t, e. 
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Soit. de plus, l’equation de la surface du second ordre 


AB. G, 
H, B, F. 
G, F,C, 


L, y, 2 


(4.) 





Alors . 


S1 


L 
y 


‚vr 
’ 


Lx--My-Ngz-+K):V 
| ’ I \ 





centre de la surface par les expressions 


?a —= |L, H, 6 
M,B,F 
N, FC 


(>) - 911 ‚A 

1.H 
 ° 
L,M,N. 





ei. 
equation (4.) devient 


(6.) 


en laısant. 


(7) 


on obtient generalement par 








M,FH 
IN,C,6G 
v1 u 

u 
ir 
L,M,N. 








A, H, G, L v0. 
H,B, F, y 


C 
'n 


nv. 








T, 


m, n 


U, m, w 


"n 





U", m",n 
ee. 


Yy— 
— on “\ 


A, H', @' 


— |L,6,4| 9 
2 P] 


Par consequent, dans le cas 


on peut toujours satisfaire a 
A'—9, H, @ 
H,B'—0, F' 
G, F, C'—9 


(10.) 


4, D,#F 
@, F,C 
ou 

(9.) 


l’equalion 


(5.) 











FH zu 


# 


14-4, H, 6 
H, B—#, F 
6, F, C-0 





MB 


la transformation des coordonneces: 


Spoltiswoode, sur les surfaces du second ordre. 


ne s’evanouit pas, on obliendra les coordonnees 


(a, PD, y) du 


\ 


L,A,M 
M,H,B 
N,G,F 





AR 
L,M,N.| 





si l’on prend le point («, , y) pour la nouvelle origine des coordonnees 
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par une valeur convenable de 6; et si de plus on fait 
1) Fan ed, Ent 


on a 
2 ee V, 
ee H, B—-06, F 
Ü—0 G, F, 0 














et les valeurs de A’, B’, C’, seront les racines de l’equation 
m v=%. 
Ges resultats peuvent aussi &tre trouves de la maniere suivante. On 
sait que les quantites /, 7, U’; m, m, m"; n, nm‘, n’ sont proporlionnelles 
aux coordonnces d’une sphere dont le rayon est egal a lunite, et par suite, 

















(14.) iı . . Mm . .  wiec Er 
A; a  ; a Be | 
4 z A de u A 5 
nr. m, m, m",. ie: 
(15.) - 527 rer 7 V 
I. TEE _ Pe er 
se u I ; 6 
m,m,m,. ne, ;: Br 

















(ce qui n’est qu’un cas particulier des @quations (3.)). De ces equations on 
tire sans diffieulte la condition (9.); et par consequent A’, 3’, CE’ deviennent 
A —0, BD’ —-0, C' —9, si l’on eerit A—9, B—-9, C—9, au lieu de A, 
B, C; parceque les valeurs de #", @, MH, ne subissent aucun changement. 
’ar la, on obtient sans peine l’equation (10.). 

Revenant a l’equation (13.), on peut prendre cette fonetion pour le 
determinant forme par l’elimination de /, m, n, des @quations 

(16.) Al-- Hm--Gn: Al-- Bm -- Gn:G@Gl!-- Fm--Un —= I:m:ın — |#6| 


(ou [9] indique que le rapport des termes dans le premier et le second membre 
de (16.) respectivement, est egal a 9). Par la resolution des equations (16.) 
on trouve aussi 


(17) Al--Hm- Gn:Hl+Bm + Fn:Gl-- Fm--CEn = I:ım:n = |V:#|. 


j 

Au moyen de (14., 15. et 16.) on peut reproduire (3.); comme cela devait 
etre. L’equation (9.) indique que les axes principaux forment un systeme ortho- 
sonal; et (14.) suffit pour determiner leurs directions si l’on y substitue 
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- 


successivement pour # les trois racines de (13.). On voit, de plus, paı 
"equation (8.), ou par celle (10.), qu’une surface du second ordre et son cöne 
reciproque, ont des axes prineipaux paralleles; ei que dans la surface reciproque 
la quantile 0 (c'est a dire le carre des reciproques des axes principaux) de- 
vient V:4. Si v s’evanouit, on a d=(, c’est A dire, une des racines de (13.) 
est egal a zero; el reciproquement; ce qui est la condition pour la distance 
infinie du centre de la surface. Si deux racines de l’@quation (13.) sont egales. 
on a pour Ü, m, n, et Ü', m’, n’, la meme valeur de 6; alors, retranchant 
un des systemes (16.) de l’autre, et l’un des (17.) de l’autre, on obtient 
sans peine 
(18) FR = FG: 


Voila les conditions pour une surface de revolution. 


On peut aussi lrouvera sans diflieult& les conditions du parallelisme des 
axes prineipaux de deux surfaces donndces du second ordre. En ellet, si 
Ss, 7, < sont les coordonneces d’un point quelconque d’un axe principal. on tire 
de Fequalion identique 


& > < 
3 ®3 3 


19) mn 


> 
. (. (. 
-— 


> 


—E 





I I 


"expression suivante au moyen des equations (16. et 17.): 
IAS—-H7+Gl, A-Hn-6GL, 5 
| u 5 7 £. ] . 
(20.) HE+-Bn-+-Fö, HE-Bn-FÜ, 7 
IGS{-Fr +05, 6G+-Fn-+(Ci, %& 





dont Ja Sorme developpee est 

(21.) (GH — @H) 2° --(HF— HF)y’--(F@— FG): 

-1G (CE — B)— GC —B) — (HF-— HF)}yz 

-{H(A—C) — H{A—0C)— (FG — F6G))zr 

{IF(B— 4) — F{B— A) — (GH— GH), aY 

H(C— B)— HC —-B)— (FG — FG)}y' 

— /F(A—C)— FA —C)— (GH— GN)}:'r 

— !G(B—- 4) — @(B— A)— (HF — HF)}ay 
\CB— CB- AC— AC+-BA— BAkayz — 0. 


ou. sıl’on veut: 





(22) Petoy+RFt..— 0; 
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et puis, en formant une pareille expression pour l’autre surface, on a 
23) party trete 0. 

Les conditions cherchees seront alors trois quelconques du systeme 
(24) P:O:R --- = pig:r... 

Ges conditons peuvent aussi @tre obtenues en eliminant /, m, n, suc- 
cessivement des @quations (16. et 17.). Cela donne, en designant les coel- 
ficients de l’öquation de la seconde surface par a, b. c,f,eg,h: 

(25.) T:m:ın = HG — 1I@: GA, — 64,:4,H— A,H 

— BF—B,F: FH — FH: HB, — HB, 
— FC, — FÜ :C,6—C,@: GF— GF 
— hg —hg:ga — ya: ah — ah 
— bf—-bf:fA — fh:hb, — Ab, 
— fa — fu:ag — ag: gef — gi. 
L’identite des deux systemes de condition pourra &tre demontree sans diflieulte. 
$. 2. 

Des plans cycliques et des lignes focales des cönes du second ordre. 

Dans le cas ou la surface se reduit a un cöne. la condition sous laquelle 
l’expression 

(1.) Az’... Ha-+y’+2°) 
est egal au produit de deux facteurs lineaires, sera 


u Ye 
On obtient donc, non seulement l’equation (6. du $. 1.) avec la condition 
38) K=0, 


mais aussi 
4) aH+y+r)— (er tuy+re)Na-uWy4r2) — 
ou les valeurs de A, u, v, X, w, v', se trouveront ä l’aide des @quations 
A—0 = WW, B—-0 = u, C—9 = vw 
® + vu u'v = 2F 


(9) v4. tv —= 26 
wWA-Wu+. = 32H, 
ou, ce qui revient au m&me, par celle-ci: 
Cw“—2Fur-+B, vr — 0 
(6.) Ar — 26 40,9 — 0 
BA —2Hiu-+ A, — 0. 
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Substituant pour A,. Bi, Cr, - . . leurs valeurs exprimees en termes de 
A,. B,. ©,.... ces equations peuvent &tre presentees sous la forme 

(A, Bu wW+2F, ur + Gv)—(Hu+ Gr) = 0 

(7)  (B(C” +26. + AR) —(Fır+ Hi: — 0 

Ic, A,#--R2H, Ju Bw) — (GR -+ Fu) = 0. 
ei en subsliluant pour A,, B,, C,. ..., dans les premiers termes de ces 
equalions,, leurs valeurs exprimdes en termes de A,, B,. C,.... on trouve. 

vertu des equations (6.): 

(A (Gu— Hr)’ H,u+Gr’ = 0 
IB — Fi’ + (Fvr+ HN = 0 
Ic, (FA — Gu)’ + (@A + Fu = 0. 


| 


(5.) 


as. en vertu de (2.) on a 
(9.) Bere Aa 
par suıle 
(3S— B,-+G)u++S—C,—H)r = ( 
(10.) |E8-C+Mr+a8 Am = 0 
(+8 A, + F)A+(+S— DB, — G)lu = 
De la on lire 
1) SA,ır+ SBu+SCrv — 0 
Mor FSA,+GSB,u+HSC,v — Ö. 
ou. sı Fon veul, 
5A, SB u SC v 
2 Tr 


Il y a a remarquer qu’en eliminant a la fois 4, «, v des @quations (10.). 








on trouve pour le determinant: 


| +8 —B+G, +S-G—H| 
(13) |#8—A,—F, | +S-C4H| = 0 
|+S—-A,+F, +S—B,—6, | | 


c’est a dire 


ee 
0 De en a 


1 i i 





ce quı n'est qu’une autre forme de (2.). 
De plus. de (16. $.1), et de (5.), on tire 
[2 | | y') 1 mL | ) e 
(U. ; mu nv) 4(lB.--mu-- nv) — 0 
(15.) ul mW nv) + | + uw (Bd. mu-nv) —= 0 
ven. mu nv) +v (la -mu+nv) — 0 
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et par consequent 
(16) B-+-mu-nv = 0, W- mu nv — 0. 
c'est a dire: les normales aux plans eyceliques sont paralleles aux plans prin- 
cipaux du cöne. 
Si Fon fait 


wars — u, Wetuy-tvz = wW 

ri JE -| ‚Lt = EL um Lvrtr — r 

(17) (KM+ınmtvVi=v, NW-tuntvi =ı 
20 — 11 — u! — vv — A, 


on peut a l’aide des equalions 
(185.)  2RIxr — ui — ui.:20y — uw — wWu:202 — ur — uv —= Sin: 
passer au cöne reciproque, dont les coordonnces sont S,n7,{. On lrouvera 
(19) (LF-YE+F+T)+V-42 Av --v" — 0, 


el par consequent 


AL ZELLE ri: Zt a a 
(20.) ern + —-v)(#—1) = v—vA) 
| (+ —vR—1) = W—oA) 
Si alors on coupe le cöne par un quelconque des plans 
Qi Ber vr 
on aura 
44H p = pr AN) 
(22.) | > 1 2 + Zu +/n’ | u 1: | 3 
Ss T7 Teer = zZ ra) al), 


c'est a dire: le rayon vecleur de la courbe d’intersection, a parlir du poin! 
ol la normale au plan v ou v’ coupe ce plan, est une fonclion rationnelle des 
coordonnees; la ligne (l,m,n) ou (l, m’, nm’) est par consequent le lieu 
geomelrique des foyers des courbes d’inlerseclion du cöne avec des plans 
paralleles aux plans (20.). Les lignes focales d’un cöne sont les normales 
aux plans eycliques du cöne reeiproque. Le cosinus de langle que formen! 
les plans eycliques (ou les lignes focales du cöne reeiproque) est egal A 
(23) A+-B-C—3%9. 
S. 3. 
Demonstralions de deux Ihcoremes geomelriques. 
Les formules (16. et 17. $.1.) offrent une demonsiration elegante du 
Iheoreme suivanl: 
„Les axes princeipaux d’un cöne eirconserit a un ellipsoide, dont le sommel 
„est placee au point P, louchent les courbes d’intersection des trois sur- 
„faces confocales avec la surface donnce qui passe par le point P.” 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 2. 24 
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L’equalion du cöne eirconserit A Vellipsoide, savoir 


x2* N ‚* I „. 1 
id et 


esl 


‚2 ‚2 a 2 ‚2 ’ N ec 
(2) Z+EIIEHE HH EENAS IR — 0 
e me ea "ie a b° ce” ’ 


ou @, 9, y sont les eovordonnces du centre de Vellipsoide, A parlir du sommel 








du eöne Jleiona 
1 ER 


N 
0 9 Zu 2 en 
3.) I ee zu tdi —ca 
| = "Pa ab 
E — u; G = —I’ya, H= — co), 


el par consequent, en supprimant le facteur YA +ca ff aly—ubic: 


(I1=«—u, D 


| } 
| 
i 


(4.) nd A 


IE a. PY; [Pi nu 7%5 Ui van aß. 
Or chaque translormalion orthogonale, qui reduit 
5.) (ee-+-Py- ya) da by — cz —= 0 


a la forme 
Lx”-+ My’+ Ne’ = 0, 
"cduil aussi 
(ae + Py yo) — (le — 0) — (N) — (0) = 0 
N). +(M—- NV) (NN: —=V. 
Done on peul subslituer une surface queleonque confocale A celle de Vellipsoide. 
Le Iheoreme dont il s’agil est une consequence immediate de celle propriete. 
Par les formules (6. $.2.) peut etre demontre le Iheoreme suivant 
de M. Jacobi: 
„Si l’on eirconserit un cöne a une surface du second ordre, les lignes 
„locales du cöne sont des lignes generalrices d’une surlace du second 
„vrdre, conlocale avec la surface donnce, qui passe par le sommel du cöne.” 
En vertu des formules du Iheoreme preecdent, les lignes locales du 
cöhe, dunl il s’agil, sonl delerminees par les Öqualions, 
(zn — BR) — (e— Nm’ — (b’— On’ = 0 
(1.) (en — ylD — ("— N) — (C— HU = oO 
(AH— em) —W— NE —(“ — Om’ = V. 
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d’ou, en divisant par le produit (a — #)(b’— #)(e — 0), et prenant la somme 
de ces expressions, on lire 


a? P* y° ) a m? n? 
(?.) (= z "—0 + e—0 Fe 0 1 "—0 1 e—0 ) 


anf la 1 ARE, 0 RER 0 
"— (0 D’— 0 > us ) Du 








ce qui est l’equation d’un cöne eirconserit a la surface 


r? 


: SlaER = Au HET R Aypise.. u 
Be SE u 


_ Dumas u 


iv 
.? 
» 





c'est a dire a une surface confocale avec la surface donnce, et qui passe par 
le sommel du premier cöne. De plus, comme l’origine est siluce sur la droite 
(/, on, n), lVequation du plan tangent, qui passe par l’origine, est 
> Mu. 
6 Tut Te —0 
et par consequent, en vertu de (9.), la droite (l, »», n) satislera a la fois 
a l’equation de la surface confocale et a celle de son plan langent; c'est ä dire. 
elle est une ligne gencralrice de la surface confocale; ce qu'il fallait de- 
monlirer. 
$. 4. 
Reduction de l’equalion generale aux differences parlielles du second ordre aux 
coellicients conslans,. 

La methode du ($.1.) peut eire appliquce ä la reduclion de l’equation 
dilferentielle du second ordre aux coclficiens constanis. En ellet, en mettan! 
l’equation sous la forme symbolique. 





A, H, G, D, u = 0, 
> U ne D, | 
G, F, 6, D. Ä 
D., D,,D., (LD,+ MD, --AD,-+K):V 
el en posanl 
2) +1", PA oa, "tu" +n” = 0” 


on oblient, par un changement lineaire des variables, une &qualion de la 

forme 

1... I@D.+2(LI-- MU-- N)\u = 0. 

| 1. Bo"D,- 2(Lm-; Min’ -)- in) 
... 1 C@"D--+ 2(Ln-- Mn’ An’) 
D:,D,.D-, K | 

24 * 


(3.) 











178 17. Spoltiswoode, sur les surfaces du second ordre. 


Puis, en posant 
4 — verXtPy +yz 
Ao’a-+ LI-+- MU+ N” — 0 
2 B'o" 9 + Lm-+- Min’ + Nm" — 0 
) (C'o"y1Ln-4 Mn + Nn’ — 0 
oO —- 0 —- 0” — K:(Ae®- Br -1- Ur’). 


z_ SAx, n = SB'v, E — SC". 
on trouve 
ii... Doe=0, 
a ; SE .. 
ver hut: Mika a * 
BD. 








ou, si l’on veut, 
d’v d’v | d’v 


(6.) et dy?® | da? Buaha 
Gelte methode est sujelle aux me&mes cas exceptionaux qui se presen- 
Iient dans le probleme geometrique. Les formules (24. $.1) seront utiles 
yuand il s’agit A reduire un systeme d’equations differentielles simultanees ä la 
forme la plus simple. Les condilions auxquelles on arriverait dans la theorie 
de la lumiere, ou de la propagalion des vibrations dans une milieu ervstallizee 
ou non-ervslallizee, analogues a celles dans le ($.1), ne seraient pas sans interet 





Londres. Feyrier 1850. 
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18. 


Über einen von Möbius gefundenen Beweis des 
Satzes vom Parallelogramm der Kräfte, nebst 
einer Nachsehrift. 

(Von Herrn Professor A. F. Mobius zu Leipzig. ) 


(Aus den „Berichten über die Verhandlungen der königl. Sächsischen Gesellschait der Wissen 
schaften. 1850. 1.” ) 





Angesehen von den als ungenügend anerkannten Beweisen dieses 
Salzes, welche man auf die Zusammensetzung der Bewegungen zu gründen 
bemüht gewesen ist, lassen sich die übrigen Beweise in zwei Classen theilen. 
Bringt man nämlich den Satz unter die Form der Aufgabe: zu zwei auf einen 
frei beweglichen Punct wirkenden Kräften eine dritte zu finden, welche, an 
demselben Puncte (wir wollen ihn D nennen) angebracht, dieselbe Wir- 
kung wie erstere zwei in Vereinigung erzeugt, so umfafst die eine Ülasse 
von Beweisen für die bekannte Lösung dieser Aufgabe alle diejenigen, bei 
denen alle noch in Betracht gezogenen Hülfskräfte denselben Punct D zum 
Angriffspuncte haben. Bei der andern Classe von Beweisen läfst man Hülls- 
kräfte auch noch auf andere mit dem Puncte P und unter sich in unabänder- 
lichen Entfernungen sich befindende Puncte wirken. 

Wenn nun auch die Zuhülfenahme noch anderer Angrifispuncle von 
Kräften der Schärfe des Beweises keinen Eintrag thun kann, da das hierbei 
in Betracht kommende Prineip von der Verlegung der Kräfte eben so eviden! 
wie jeder der übrigen Grundsätze der Statik ist, und auch im weitern Forl- 
gang dieser Wissenschaft nicht entbehrt werden kann: so pflegt man doch 
Beweise der ersten Classe denen der letziern vorzuziehen, indem jene, von J) 
verschiedenen Angriflspuncte von der Natur der Sache nicht geboten zu sein 
scheinen. Von der andern Seite ist nicht zu verkennen, dafs die Beweise 
zweiter Classe durchschnittlich eine ungleich elementarere Haltung haben, als 
die Beweise von der ersten, bei denen man nicht selten ziemlich tief gehende 
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Betrachtungen aus der höhern Analysis zur Anwendung bringt. Man denke 
nur an die von französischen Mathematikern, namentlich von d’Alembert, 
Laplace, Poisson und Pontecoulant *) gegebenen, an sich Irefllichen Be- 
weise des Satzes. Ich mufs aber offen bekennen, dafs für einen so elemen- 
taren Gegenstand, als um welchen es sich hier handelt, aus der höhern Analysis 
entlehnte Kunstgriffe mir noch weit fremdarliger und damit unstalthafter, als 
jene zu Hülfe genommenen Angriffspuncte zu sein scheinen. 

Unter so bewandten Umständen hielt ich es für nicht ganz überflüssig, 
einen von mir gefundenen Beweis für das Parallelogramm der Kräfte zu ver- 
öffentlichen, der weder fremdarlige Hülfspuncte, noch der Elementarmathemalik 
fremdarlige Methoden in Anspruch nimmt, sondern unmittelbar auf die Natur 
des Parallelogramms gegründet ist und sich von den meisten übrigen Beweisen 
des Satzes auch noch dadurch unterscheidet, dafs sich bei ihm die Gröfse und 
die Richtung der Diagonalkraft nicht hinter einander, sondern gleichzeitig er- 
soeben. Ich habe diesen Beweis bereils in meinem vor 13 Jahren heraus- 
eegebenen Lehrbuche der Statik (1. Theil, S. 132 u. folg.) mitgetheilt. Indessen 
läfst er sich, wie ich später bemerkt habe, um ein Beträchtliches einfacher 
und übersichtlicher gestalten, als es dort geschehen. Möge ihm daher hiesigen 
Orls eine nochmalige Veröffentlichung, und zwar in der einfachsten Form, 
deren er fähig sein dürfte, gestattet sein. 

Vorläufig erinnere ich nur noch, dafs man sich alle im Folgenden in 
Betracht kommenden Linien und Puncie in einer und derselben Ebene ent- 
halten vorzustellen hat. 


1) Es seien DB und AU (Fig. 1) zwei gleichgerichtete und gleich lange 
gerade Linien, und A’, 8’, CE’ die rechtwinkligen Projeclionen der Puncle 
A, BD, €C auf eine durch D beliebig gezogene Gerade x. Alsdann haben 
auch die Abschnitte DR’ und AU’ dieser Geraden x, als die rechtwinkligen 
Projeclionen von AB und AC auf x, einerlei (nicht entgegengeselzte) Rich- 
tungen und gleiche Länge, und es ist folglich 


DC —= DA’ +4ACU — D4-- DB. D.h.: 


") In dessen Theorie anulyligue du systeme du monde, Tomel. 5.4 u. folge. 
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Werden zwei von derselben Ecke D ausgehende Seiten DA, DB und 
die von derselben Ecke ausgehende Diagonale PU eines Parallelogranıms 
auf eine beliebig durch D gelegte Gerade rechtwinklig projieirt, so ist im- 
mer die Summe der Projectionen der beiden Seiten der Projeclion der Dia- 
sonale gleich. 

Diese Relation gilt übrigens stets, was auch die durch D gezogene 
Gerade x gegen das Parallelogramm für eine Lage haben mag, dafern nur 
je zwei Abschnitte von x mit einerlei oder verschiedenen Zeichen genom- 
men werden, je nachdem ihre durch die Aufeinanderfolge der Buchstaben aus- 
gedrückten Richtungen einerlei oder einander entgegengeselzt sind. Denn als- 
dann ist immer, auch dem Zeichen nach: DB'—=4'C', und DU — D4--AC; 
mag A’ zwischen D und Ü’ liegen, wie in der Figur, oder nicht. 


2) Nehmen wir nun noch an, dafs jeder der beiden Winkel, welche die 
Diagonale mit den beiden Seiten macht, zu einem rechten Winkel in einem 
ralionalen Verhältnisse stehe, und setzen wir hiernach die zwei Verhältnisse 

ADC: 150° a:m, 
UDB:1S0' —= b:m, 


wo a, db und »a ganze positive Zahlen bedeuten. Man ziehe durch I m ge- 
‘ade Linien, welche gleiche Winkel mit einander machen, so dafs um D herum 


\ 


> . 180° i ; A w 
2m Winkel, jeder = ——, entstehen. Dabei falle DC in eine der m Linien. 


Alsdann werden auch DA und DB in dergleichen fallen, nämlich DA in die 
ate auf der einen und DB in die bite auf der andern Seite von DU liegende 
Linie. Man projicire endlich jeden der drei Abschnitte A, DB, DC recht- 
winklig auf jede der »» Linien und betrachte alle diese Projeclionen ihrer 
Richtung und Gröfse nach als auf den Punct D wirkende Kräfte, so dals in 
jeder der »n Linien drei Kräfte wirken, z.B. in der obigen «= (wenn anders = 
eine dieser Linien ist) die drei durch DA’, DB’, DU’ vorgestellten Krälte. 
Da nun nach vorigem Salze DA’ DB’'— DE! ist, so werden immer von 
den drei in einer und derselben der »» Linien enthaltenen Kräften diejenigen 
zwei, welche durch die Projectionen von DA und DB ausgedrückt werden, 
oleiche Wirkung mit der durch die Projeclion von DE ausgedrückten Kralt 
haben. Es werden daher auch, wenn wir das System aller der Kräfte, 
welche durch die Projeclionen von DA auf die m Linien vorgestellt werden. 
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und wozu DA selbst mit gehört, durch S(DA’) bezeichnen und Ähnliches unter 
S(DB') und S(DC') verstehen: es werden dann auch die Systeme S(D4A') 
und S(DB') in Vereinigung gleichwirkend mit dem Systeme S(DC') sein; 
oder kürzer, wenn wir die gleichfalls in I anzubringenden Resultanten dieser 
drei Systeme beziehungsweise @, /, y nennen: es wird 7 die Resultante von 


ce und P sein. 


3) Wie bekannt, lälst sich aus den ersten Prineipien der Statik leicht 
darthun, dafs, wenn von zwei oder auch mehrern auf einen Punct wirkenden 
Kräften eine jede, mit Beibehaltung ihrer Richtung, ihre Gröfse in gleichem 
Verhältnisse ändert, in demselben Verhältnisse auch die Resultante der Kräfte 
ihre Gröfse ändert, während ihre Richlung unverändert bleibt. 

Nun sind die drei Systeme 8(DA'), S(DB'), S(DC'), als geome- 
tische Figuren betrachtet, einander ähnlich, indem jedes derselben dadurch 
entsteht. dafs man auf eine der m Linien, welche sich in D unter gleichen 
Winkeln schneiden, von D aus einen Abschnitt von gewisser Länge träg! 
und hierauf denselben auf die » —1 übrigen Linien rechtwinklig projieirt. Aus 
dem Systeme der Kräfte S(D4A’) wird folglich das System S(DB’) hervor- 
vochen, wenn man, die Richtungen der Kräfte des erstern Anfangs unveränder! 
lassend. die Grölse einer jeden in dem Verhältnisse DA: DB ändert und 
sodann das ganze System um D um einen Winkel (= ADB) nach links 
(in der Figur) dreht. Setzen wir daher noch, dafs die Resultante « des 
Systems S(D4') ihrer Grölse und Richtung nach gegeben ist, so werden 
wir damit. nach dem angezogenen Salze, die Gröfse und die Richtung der 
Resultante 9 des Systems S(DB’) erhalten, wenn wir die Gröfse von @ in 


dem Verhältnisse DA:DBD sich ändern und die Richtung von « um D um 





einen Winkel = ADB) nach links sich drehen lassen. Auf gleiche Art wird 
pr DE . Li, ' 
die Gröfse von y gleich ge sein, und die Richtung von z wird dadurch ge- 


[unden werden, dals man den Winkel von y mit @ gleich dem Winkel von 
DU mit DA nach der Linken von « hin macht. 

Uberhaupt also werden sich die Gröflsen der Kräfte @, 5, y wie die 
Längen DA, DB, DC verhalten, und die gegenseilige Lage der Richtungen 
der drei ersten wird dieselbe wie die der drei leiztern sein, so dals, wenn 


die Krälle @. 9, y, ihren Gröfsen und Richtungen nach, durch die Linien DA , 
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DB, DC, vorgestellt werden, die Figur DAC,B, der Figur DACB ähn- 
lich und somit ebenfalls ein Parallelogramm ist, in welchem die Winkel der 
Diagonale DC, mit den Seiten zu einem Rechten in rationalen Verhältnis- 
sen stehen. 


Nun war x die Resultante von « und 9, und wir schliefsen daher: 
Soll zu zwei auf einen Punct D wirkenden und ihrer Gröfse und Richtung 
nach durch die Linien DA, und DB, vorgestellten Kräften die Resultante 
gefunden werden, so vollende man den Winkel A,DB, zu einem Parallelo- 
gramm, und es wird die Diagonale DC, desselben die gesuchte Resultante 
ihrer Gröfse und Richtung nach ausdrücken, dafern die Verhältnisse der Win- 
kel 4,DC, und Ü,DB, zu einem rechten Winkel rational sind. Dieselbe 
Construction mufs aber auch bei irrationalen Winkelverhältnissen gelten, da 
durch genugsam grofse Annahme der Zahl »r rationale Verhältnisse gefunden 
werden können, die den irralionalen so nahe, als man will, kommen. Der in 
diesem Falle durch die Deductio ad absurdum zu führende schärfere Beweis 
dürfte hier nicht am Orte sein. 


Zusätze. a. Die Richtungen von «, ?, y bilden nicht blofs die- 
selben Winkel mit einander, wie die Richtungen von DA, DB, DC, sondern 
sind mit den letziern vollkommen identisch. Denn da die Projeclionen von 
DA auf zwei der m Linien, welche, auf verschiedenen Seiten von DA lie- 
gend, mit DA gleiche Winkel machen, offenbar einander gleich sind, so hat 
die Resultante dieser zwei Projectionen DA selbst zur Richtung; und da 
das System S(DA') aus DA und aus solchen Paaren von Projeclionen zu- 
sammengeselzt ist, so ist die Richtung der Resultante « dieses Systems 
gleichfalls DA. Eben so zeigt sich, dafs DB und DU die Richtungen von 
P und y sind. 


b. Da der Winkel D4’A ein rechter ist, so ist A’ ein Punct des 
um DA, als Durchmesser, beschriebenen Kreises. Auf gleiche Art ist die 
Projeciion von B (EC) auf eine willkürlich durch D gelegte Gerade der Durch- 
schnitt dieser Geraden mit einem Kreise, welcher DB (DC) zum Durchmesser 
hat. Beschreibt man daher um die Seiten DA, DB und die Diagonale DE 
eines Parallelogramms DACB, als um drei Durchmesser, Kreise, so ist immer, 
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wenn eine durch /J gelegte Gerade diese drei Kreise, resp. noch in A’, B', Ü' 
schneidet, DC’ der Summe von DA’ und DB’ gleich. Und umgekehrt: 
Zieht man durch einen Durchschnittspunet D zweier sich schneidenden Kreise 
beliebig eine Gerade, welche die zwei Kreise noch in A’ und 3’ trifft, und be- 
stimmt in dieser Geraden einen vierten Punct Ü’ so, dafs DU—DA-+DB, 
so isi der geometrische Ort von C’ ein dritter durch Z gehender Kreis von 
solcher Grölse und Lage, dafs sein Durchmesser DU die Diagonale eines 
Parallelogramms ist. welches die Durchmesser DA und DB der beiden erstern 
Kreise zu anliegenden Seiten hat. 

Da hiernach von je drei, von D ausgehenden und in derselben Gera- 
den liegenden Sehnen der drei Kreise die Sehne des dritten stets aus den 
Sehnen der zwei ersiern zusammengesetzt ist, so kann man den dritten Kreis 
zusammengesetzt aus den zwei ersiern nennen. Und eben so, wie zwei. 
lassen sich auch drei und mehrere durch einen und denselben Punct D ge- 
hende Kreise zu einem neuen zusammenselzen. Dabei ist der von D aus- 
schende Durchmesser des neuen Kreises, slalisch ausgedrückt, die Resultante 
der von D ausgehenden Durchmesser der gegebenen Kreise. 

Es werde nur noch bemerkt, dafs das von der Zusammensetzung von 
reisen Gesagte vollkommen auch auf die Zusammenselzung zweier oder 
mehrerer durch einen und denselben Punct gehenden Kugelllächen Anwendung 
findet. Vergl. mein Lehrburch der Statik, 1. Theil, S. 131. 


Nachschrift. 


Der Satz vom Parallelogramm der Kräfte ist im Vorigen, und so 
auch in meinem Lehrbuche der Statik, nur für den Fall streng bewiesen wor- 
den, wenn die Winkel, welche die Resultante zweier Kräfte mit den letztern 
macht, ratzonal, d. i. mit einem Rechten commensurabel, sind. Sind sie irra- 
tional, so kann der obige Beweis etwa folgendergestalt ergänzt werden. 

Es sei wiederum ADBC (Fig.2) das Parallelogramm der Kräfte, und 
es werde fürs Erste angenommen, dafs zwar jeder der Winkel ADC und CDB 
einzeln örrational, aber ihre Summe ADB rational sei. Wäre dann nicht DE 
die Richtung der Resultante von DA und DB, sondern fiele diese Rich- 
tung, wie DE, in den Winkel ADC, schnitte sie also die BC in einem in 
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der Verlängerung dieser Linie über C hinaus liegenden Puncte &, so be- 
stimme man, was immer geschehen kann, in dieser Linie zwischen C und & 
einen Punct F' so, dafs der Winkel ADF', und mithin auch F'DB, ralional 
ist. Eine durch #' mit BD gezogene Parallele schneide DA in @, so ist 
nach dem Erwiesenen DF' die Resultante von DB und DG, d. i. von DB, 
DA und AG, d.h. von einer nach DE gerichteten Kraft und einer nach 34 
gerichteten Kraft = AG. Dieses ist aber nicht möglich, weil die Richtung 
der Resultante zweier Kräfte stets innerhalb des von diesen gebildeten Win- 
kels lieg. Auf ähnliche Weise zeigt sich, dafs die Richtung der Resultante 
von DA und DB auch nicht innerhalb des Winkels ÜDB Tallen kann. Mit- 
hin ist DU selbst ihre Richtung. 

Setzen wir nun zweitens, dafs die Summe ADB der Winkel ABU und 
CDB irrational sei. Dafs dann, wenn die Kräfte DA und DB einander 
gleich sind und folglich das Parallelogramm ein Rhombus ist, die Diagonale 
DEU desselben die Richtung der Resultante hat, bedarf hier keines Beweises. 
Sind aber die Kräfte ungleich, etwa DB (Fig. 3) die grölsere, und sollte die 
in den Winkel ADC fallende DE die Richtung der Resultante sein, so be- 
schreibe man um A, als Mittelpunet, mit AC, als Halbmesser, einen Kreis und 
besiimme, was immer möglich ist, in dem innerhalb des Winkels ÜDE Tal- 
lenden Bogen dieses Kreises einen Punct @ so, dals der Winkel DA@, 
milhin auch, wenn man ihn zu einem Parallelogramm DAGEF' ergänzt. der 
Winkel ADF' rational ist. Von den Kräften DA und DEF ist alsdann, nach 
dem Vorigen, D@G die Richtung der Resultante. Mittels des schon gedach- 
ten Salzes, dals die Resultanle zweier Kräfte innerhalb des Winkels der Kräfte 
liegt, läfst sich aber leicht zeigen, dafs, weil von den zwei, der Construclion 
zufolge einander gleichen Kräften DB und DEF’ die erstere mit der kleineren 
Kraft DA einen gröfseren Winkel als die letztere macht, mit derselben 2.4 
die Resultante von DB und DA einen gröfseren Winkel. und die Resultante 
DG von DF und D4 einen kleineren Winkel bilden mufs. Mithin kann DE 
nicht die Richtung der Resultante von DA und DR sein. Und da, wie sich 
durch ähnliche Schlüsse darthun läfst, diese Richlung auch nicht innerhalb de: 
Winkels CDB liegen kann, so mufs sie DU selbst sein. 

Nachdem somit bewiesen worden, dafs die Resultanle stels die Rieh- 
tung der Diagonale hat, ergiebt sich nun ohne Weiteres und auf das 
Leichteste, dafs dieselbe Diagonale auch die Gröfse der Resultante in jedem 
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Falle darstellt. In der That werde die Resultante ihrer Richtung und Gröfse 
nach durch DE’ ausgedrückt, wo Ü’ einen von D nach C hin liegenden 
Punc! bezeichnet. Man nehme in der Linie BC willkürlich einen Punct H 
(Fig. 4), lege durch ihn mit BD eine Parallele, welche DA in J schneide, 
und mache in DA den Abschnitt DK gleich und gleichgerichtet mit AJ: so 
ist nach dem Erwiesenen DH die Richtung der Resultante von DJ und DB, 
d.i. von DK, DA und DB, d. h. von DK und DU’. Dieses ist aber nicht 
anders möglich, als wenn EC’ mit Ü' zusammenfäll. Denn wäre C’ von Ü 
verschieden, und schnilte eine durch C’ mit DA gelegte Parallele die AH 
in Z#', so würde, weil in Folge der Construction AH mit DC parallel und 
daher AAMHE ein Parallelogramm ist, nicht DH, sondern DH’ die Richtung 
der Resultante von DK und DC’ sein. Mithin wird durch DC auch die 
Grölse der Resultante von DA und DB ausgedrückt. 


Leipzig, im October 1850. 


19. 


Der allgemeime Satz über die Erzeugung aller 
algebraischer Curven durch Bewegung 
serader Luanien. 


(Von Herrn Professor Dr. H. Grafsmann, Oberlehrer der Mathematik zu Stettin.) 





Vor längerer Zeit habe ich in dem ersten Theile meiner Ausdehnungs- 
lehre ($. 145 — 148.) einen allgemeinen Satz mitgetheilt über die Erzeugung 
der Curven höherer Ordnungen, so wie der algebraischen Oberflächen, durch 
3jewegung gerader Linien oder Ebenen; und in diesem Journale (Band 31. 
und 36.) habe ich besondere Anwendungen desselben. besonders auf Curven 
dritter Ordnung gegeben. Die Bearbeitung des zweiten Theils jenes Werks. 
den ich jetzt unter der Feder habe, hat mich wieder auf den Gegenstand 
zurückgeführt, und ich bin dabei zu einer Reihe neuer Resultate gelangt, von 
denen ich diejenigen, welche sich an die in den erwähnten Abhandlungen 
dargestellte Analyse anschlieisen. den Lesern dieses Journals in einer Reihe 
von Aufsätzen mitzulheilen beabsichlige. 

Der oben erwähnte Salz, dem ich hier eine wesentliche Ergänzung 
hinzufügen will, findet sich im 31. Bande dieses Journals in folgender Form 
ausgesprochen: 

„Wenn die Lage eines beweglichen Punctes « in der Ebene dadurch 
beschränkt ist, dafs ein Punct und eine Gerade, welche durch Construclionen 
vermittels des Lineals aus jenem Puncte x und einer Reihe fester Puncte 
und Geraden hervorgehen, zusammenliegen sollen (d. h. der Punct in der 
Geraden liegen soll): so beschreibt der Punet © ein algebraisches Punct-Ge- 
bilde. und zwar ein Punctgebilde »ten Grades (eine Curve »ter Ordnung). 
wenn bei den Construclionen der bewegliche Punct rn mal angewandt ist.” 

Den Beweis dieses Salzes, der eine Erweiterung des Pascalschen Salzes 
über das mystische Sechseck ist, habe ich in der Ausdehnungslehre aus den 
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Prineipien dieser Wissenschaft, und im 31. Bande dieses Journals aus der ge- 
wöhnlichen Analyse hergeleitet, und habe diesem Beweise hier nichts hin- 
zuzufügen. Um jedoch den Satz einer allgemeinen Behandlung algebraischer 
Curven zu Grunde legen zu können, bedarf derselbe noch einer Ergänzung; 
indem nämlich gezeigt werden muls, dafs auch umgekehrt jede algebraische 
Curve auf die in dem Salze angegebene Weise erzeugt werden kann. Und 
Dies nachzuweisen ist der Hauptzweck des gegenwärligen Aufsatzes. 

Ist f(a,y)=0 die Gleichung einer algebraischen Curve, bezogen auf 
irgend ein Axenkreuz, also f(x, y) eine ganze rationale Function von = und y. 
so geht diese Funclion aus ©, y und den Constanten durch Addition und Multipli- 
calion hervor. Es kommt also nur darauf an, die Addition und Multiplication zweier 
Zahlgrölsen durch lineale Construction darzustellen. Unter linealer Construction 
verstehe ich nicht nur die Verbindung zweier endlich enifernter Puncte durch eine 
serade Linie, sondern auch das Ziehen der Parallele, oder, anders ausgedrückt, die 
Verbindung eines endlich und eines unendlich entfernten Punctes durch eine 
Gerade; also überhaupt das Verbinden zweier Puncte durch eine Gerade. Um 
nun die Addition und Multiplication durch geometrische Constructionen darzu- 
stellen. kommt es darauf an, jede der zu verknüpfenden Zahlgröfsen durch 
veometrische Grölsen zu ersetzen. Ich nehme zwei Coordinalen-Axen an, die 
sich in ce durchschneiden, und auf jeder derselben ein bestimmtes Stück als 
Maafls: es sei dies e« auf der x Axe (Fig. 1.), und ed auf der y Axe:; 
wobei es ganz gleichgültig ist, ob diese beiden Maafse gleich lang sind, oder 
nicht. Durch das Maafs ca seien die Abseissen, durch das Maafs eb die Or- 
dinaten gemessen, und die Quotienten dieser Messungen seien eben x und y. 
Der Endpunct der Abseisse sei ©’; von dem Endpuncte der Ordinate sei, um 
alle Gröfsen auf derselben Linie, der Abscissenaxe, zu haben, die Parallele 
mit da gezogen, welche die Abseissen in y’ schneide: dann ist 

ex' cey' 


A. Sa % =——e 


9 
1 ca 





Auch ist klar, wie sowohl x’ als y’ aus dem die Curve construirenden Puncte, 
den wir p nennen wollen, durch !ineale Constructionen erfolgen (Fig. 1.). 
Ferner nehmen wir an, dafs auch jede Constante in der Funclion f(x, y) 
durch einen Punct der Geraden ea in der Art dargestellt sei, dafs die Ent- 
fernung dieses Puncts von dem Anfangspunct e, gemessen durch das Maals ca, 
jener Constanten gleich sei. Auf diese Weise sind dann alle in der Function 
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vorkommenden Gröfsen durch Puncie der Abseissenaxe dargesiellt, und es kommt 
nur darauf an, auch die Summe und das Product zwei solcher Gröfsen auf 
gleiche Weise durch Puncte dieser Linie vermittels linearer Consiructionen 
darzustellen. Es seien (Fig.2.) zuerst f und y zwei solche Puncte und A 
der gesuchte, also im ersien Falle 


ef ,ı & ch | 
——- — — oder cf-cy = ch. 
ca cu ca T- J 





Die einfachste lineale Construction des Punets A ist die, dafs man einen 
Punct d aufserhalb der Geraden ef zu Hülfe nimmt, von f die Parallele 
mit cd, von d die mit cf zieht, und von dem Durchschnitt e dieser beiden 
Linien die Parallele mit dy zieht, welche die Gerade ef in dem gesuchten 
Puncte A schneidet. Für die Multiplication hat man 


cf «ı ch 
«1,9 — -—- oder ef.cg — ch.ca. 
ca ca ca 





Aus der Proporlion ea:ef—= eg:ch ergiebt sich dann die lineale Construction 
von A unmittelbar. Hieraus folgt also, dafs f(x, y) aus dem die Curve con- 
struirenden Puncte 9 und constanten Puncten und Geraden sich lineal con- 
struiren lälst. Soll nun f(x, y) gleich Null sein, so mufs der zu f(x, y) 
gehörige Punct in € fallen, also die Gerade, deren Durchschnitt mit ec den 
zu f(&,y) gehörigen Punct liefert, mufs durch e gehen: d.h. es findet die in 
dem Hauptisatze ausgesprochene Bedingung Statt, dafs ein Punct und eine Gerade. 
welche aus linealen Construclionen hervorgehen, zusammenliegen sollen; also 
ist die gegebene Curve durch die in dem Hauptsatz angegebene Construction 
erzeugbar. Q.d. e. 

Um den Hauptsatz für die Anwendung bequemer zu machen, will ich 
den Begriff der ofenen Fiyur und der Verkettung von geraden Linien ein- 
führen. Die offene Figur (S. dieses Journal Band 36.) besteht aus einer Reihe 
von Puncten und geraden Linien, in der Art, dafs auf jeden Punct eine durch 
ihn gehende Gerade, und auf jede Gerade ein in ihr liegender Punct folgt, bis 
endlich die Reihe entweder mit einem Puncte, oder mit einer Geraden schlielst: 
wie sie denn auch entweder mit einem Puncte oder mit einer Geraden beginnt. 
Punct und Gerade nenne ich zusammen Klemente; das Element, mit welchem 
jene Reihe beginnt, oder schliefst, nenne ich Anfangs- oder End- Element, 


beide zusammen Gränz-Klemente; alle Puncte oder Geraden jener Reihe, die 
26 * 
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nicht Gränz-Elemente sind, nenne ich Keken oder Seiten der offenen Figur. 
Wenn man nun (Fig. 3.) ein Element = zum Anfangs-Element mehrerer 
offenen Figuren macht, dann unter den so gewonnenen offenen Figuren zwei 
beliebige so zusammenschliefst, dafs sie ein gemeinschaftliches End - Element 
erhalten. welches zugleich Anfangs-Element einer neuen offenen Figur wird. 
und beliebig fortfährl, die jedesmal noch übrigen offenen Figuren auf die an- 
vsegebene Weise paarweise zusammenzuschliefsen, so will ich die so hervor- 
gehende Figur eine Verkettung gerader Lanien nennen; das Element x soll 
das Anfangs-Kilement dieser Verkettung, die sämmtlichen übrigen Gränz-Ele- 
mente der offenen Figuren sollen die Übergangs-Elemente der Verkettung hei- 
'sen, während ich die Ecken und Seiten der offenen Figuren zugleich als Ecken 
und Seiten der Verketlung selze. Wenn insbesondere zuletzt nur Eine offene 
igur übrig bleibt, deren End-Element mit dem Anfangs-Element x der Ver- 
kellung zusammenfällt, so nenne ich die Verkettung eine geschlossene; und 
zwar vom nten Grade, wenn von dem Anfangs-Element (r) rn offene Figuren 
ausgehen (die letzte mit eingerechnet, welche x zum Elemente hat). Dann 
lautet der Satz wie folgt: 

„Wenn sich eine Verkettung nten Grades lineal, d. h. so bewegt, dafs 
alle Seiten durch feste Puncte gehen und alle Ecken in festen Geraden blei- 
ben, so beschreibt das Anfangs-Element der Verkettung ein Gebilde nten 
Grades.” 

Wendet man diesen Satz z. B. auf die Curven zweiter. dritter und 
vierter Ordnung an, so erhält man folgende abgeleiteten Sätze: 

1. Wenn in einer geschlossenen Figur alle Ecken und Seiten, mit 
Ausnahme einer Ecke, sich lineal bewegen (d.h. die Ecken in festen Geraden, 
die Seiten um feste Puncte). so beschreibt diese leizte Ecke einen Keygelschnitt. 

2. Wenn drei offene Figuren, mit gemeinschaftlichen Gränz-Elementen, 
sich lineal bewegen (d. h. so, dafs die Ecken in festen Geraden bleiben, die 
Seiten durch feste Puncte gehen), so beschreibt jedes der Gränz- Elemente 
ein Gebilde dritten Grades (S. dieses Journal Band 36.). 

3. Wenn fünf offene Figuren lich lineal bewegen, von denen vier 
alle dasselbe Anfangs-Element (.) und paarweise dieselben End-Elemente (y, 2) 
haben, während die Gränz-Elemente der fünften mit diesen End-Elementen 


(y, 2) zusammenlfallen, so beschreibt das Anfangs-Element (x) ein Gebilde 
vierten Grades (S. Fig. 3.). 
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Ich füge hier noch zwei Bemerkungen hinzu, welche zur Erläuterung 
und richtigen Anwendung des Hauptsatzes dienen werden. Zuerst ist es klar. dafs 
von den offenen Figuren einige zusammenfallen können, und zwar in der Art. 
dals sie auch gleiche Gränz-Elemente haben. Dies Zusammenfallen wird sich 
dann in der Verkettung selbst nur dadurch zu erkennen geben, dafs ein fol- 
gendes Übergangs - Element mehr als drei Gränz-Elemente in sich vereinigt 
Der Grad der Verkettung, 


auch in diesem Falle leicht angeben lassen. Es werde z. B. in (Fig. 3.) der Weg 
gesucht, den beschreibt, also y als Anfangspunct der Verkettung gesetzt. 


und also auch des erzeugten Gebildes, wird sich 


Alsdann gehen von dem Übergangs-Element x, aufser den beiden offenen 
Figuren, die von y direct nach x gehen, noch zwei offene Figuren aus: 
mithin müssen jene ersteren beiden doppelt gerechnet werden, und es is! 
die Verkettung vom fünften Grade; y beschreibt also eine Curve fünften 
Grades, und Dasselbe gilt von z. Es würde sich leicht nachweisen lassen. 
dafs in solchen Fällen jedesmal Curven mit Doppelpuncten erzeugt werden 
(Vergl. darüber die Abhandlung in dem 31. Bande Seite 20). Doch möge 
dieser Nachweis dem Leser überlassen bleiben. 

Die zweite Bemerkung bezieht sich auf die Übergangsfälle, in welchen 
der Grad des Gebildes scheinbar niedriger wird. Dies kann auf zwei- 
fache Art geschehen, indem entweder die ganze Function nten Grades f(x, Y). 
welche, gleich Null gesetzt, die Curve bestimmt, in Factoren sich zerfällen 
läfst, von denen zwei oder mehrere einander gleich sind: oder wenn Coel- 
fiienten Null werden und dadurch die Glieder höherer Grade wegfallen: 
ja es könnten alle Coefficienten Null und dadurch die Curve ganz un- 
bestimmt werden. In allen diesen Fällen wird man jedoch durch Variation 
der Constanten sogleich die Curve ter Ordnung wieder in Evidenz bringen 
können; und insofern wir also jene besondern Fälle nur als Übergangs- 
fälle betrachten, in denen die allgemeinen Constanten gewisse besondere 
Werthe annehmen, werden wir auch diese Übergangsgebilde als Gebilde 
nten Grades setzen müssen. Nur unter dieser Voraussetzung hat der aul- 
gestellte Satz seine vollkommen allgemeine Bedeutung; wie denn auch alle 
allgemeinen Sätze über algebraische Curven nur unter dieser Voraussetzung 
selten. Schliefst man das unbestimmte Gebilde rien Grades aus und 
nimmt an, dafs die sämmtlichen Coöfficienten der Glieder der »n höchsten 
Grade verschwinden, so bleibt die Curve vom (na—m)ten Grade; und um 
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sie als Curve nten Grades aufzufassen, hat man m gerade Linien, welche 
ins Unendliche fallen, mit der Curve (n—m)ter Ordnung zusammenzu- 
fassen. Obgleich das so eben Gesagte hinlänglich bekannt ist, so glaubte 
ich es doch hier noch einmal in Erinnerung bringen zu müssen, da die Art. 
wie wir aus einer Gleichung »ten Grades die lineale Erzeugung der be- 
treffenden Curve ableiteten, stets, wenn die Gleichung mehr als ein variables 
Glied enthält, auf ein Gebilde von höherem als dem nten Grade hinführt. 
welches sich aber in ein Gebilde nten Grades und in eine Reihe von geraden 
Linien die ins Unendliche fallen, zerfällen läfst. Ich denke, auf diese beson- 
deren Verhältnisse in einer späteren AbhandInng zurückzukommen. 


Stettin. im Juli 1851. 











20. 
Die höhere Projectivität und Perspectivität in der 
Ebene; dargestellt durch geometrische Analyse. 


(Von Herrn Prof. Dr. H. Grafsmann, Oberlehrer der Mathematik zu Stettin. ) 





Die fruchtbaren Beziehungen der Perspectivität und Projeclivilät, wie 
sie von Steiner zuerst mit so viel Glück bearbeitet sind, und die entsprechenden 
Beziehungen für Curven höherer Grade ergeben sich aus der geomelrischen 
Analyse, wie ich sie besonders im 31ten Bande dieses Journals entwickelt 
habe, so unmittelbar und leicht, dafs man nur nöthig hat, die lorischreitende 
Bildung eines geomelrischen Productes mit einem variablen Puncte oder Strahl 
mit Aufmerksamkeit zu verfolgen, um jene Beziehungen in ihrer ganzen Ein- 
fachheit und Anschaulichkeit vor Augen zu haben. Der Übersicht wegen 
werde ich den Algorithmus, wie ich ihn in der angeführten Abhandlung dar- 
gestellt habe und ihn hier anwenden will, ins Gedächtnifs zurückrufen. Ich 
verstehe nämlich (abgesehen von den in meiner Ausdehnungslehre zugleich 
mit dargestellten metrischen Werthen der räumlichen Gröfsen) unter @d die 
Verbindungslinie der beiden Puncte « und 5, unter AD den Durchschnitts- 
punct der beiden Geraden A und D, und setze «db oder AB Null, wenn « 
und d oder A und B zusammenfallen. Endlich soll die Gleichung db = 0 
ausdrücken, dafs der Punct 5 in der Geraden A liegt. Überall werde ich 
die Puncte mit kleinen, die Linien mit grofsen Buchstaben bezeichnen und 
festsetzen, dafs, wenn in einem solchen Ausdrucke keine Klammern stehen, 
die Verknüpfung von der Linken zur Rechten fortschreiten soll. Also wird 
z. B. unter abe der Durchschnitt der beiden Geraden «ab und ce zu verstehen 
sein. Ich werde solche Ausdrücke planimetrische Producte nennen *). Zu- 
gleich erinnere ich an das in der erwähnten Abhandlung mitgetheilte Resultat. 
dafs, wenn in der Gleichung Ab=0 A und d planimetrische Producte von Puncten 
und Linien sind und in diesen beiden Producten der veränderliche Punct 
zusammen nmal als Factor vorkommt, daraus zwischen den Coordinaten von 





*) Nach der in meiner „Ausdehnungslehre” ($. 127, 125) gegebenen Nomenclatuı 
würde ich sie „auf die Ebene bezügliche Producte” nennen müssen; womit der hier ge- 
wählte Ausdruck gleichbedeutend ist. 
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eine Gleichung »ten Grades entspringt, also x eine Curve nter Ordnung be- 
schreibt. Diesen Satz, der eine Erweiterung des bekannten Pascalschen 
Satzes ist, habe ich in meiner leizten Abhandlung (S. 187 dieses Bandes) in 
der Art ergänzt, dafs auch umgekehrt jede algebraische Curve sich in der 
so eben angegebenen Weise, d. h. hier durch eine Gleichung darstellen lälst. 
deren eine Seite Null und deren andere ein planimetrisches Product ist, wel- 
ches den veränderlichen, die Curve beschreibenden Punect & als Factor enthält. 
Noch will ich der Bequemlichkeit wegen folgende Bezeichnungen mir 

erlauben, die auch schon sonst in analoger Weise üblich sind. Nämlich, wenn 
zwei Puncte « und 5 oder zwei Gerade A und B zusammenfallen, so will 
ich Dies durch 

seh Ad 
ausdrücken: welche Formeln also identisch sind mit den Gleichungen 

een en 


Ferner soll durch Ab.e, wenn der Punct 5 nicht in der Geraden A liegt. 
oleichfalls der Punet e dargestellt werden, so dafs also 
Ab.e == e, wenn AB ungleich Null ist. 
Um den Algorithmus flüssiger zu machen, werde ich die einfachsten 
Umgestaltungsformeln ableiten. Unmittelbar leuchtet ein, dafs 
(1) azeba, ABz= BA4 
ist. Ferner, wenn in dem Product abÜ, welches den Durchschnitt der beiden 
Geraden ab und Ü darstellt, der Punct 5 in der Geraden Ü liegt, so wird 
abU = b sein, wenn nicht elwa auch «4 in Ü liegt; in diesem letzteren Falle 
ist aber olfenbar abU == 0. Beides läfst sich zusammenfassen in die Gleichung 
(2) adU = al.b, 
welche stets gilt, wenn 5 in € liegt, d.h. &U—0 ist. Eben so ist, reciprok. 
8) ABc = Ac.B, 
wenn e in 3 liegt. Da ich von dieser Umgestaltung häufig Gebrauch machen 
werde, so will ich dieselbe in Worten ausdrücken: 

„Wenn von den fortschreitenden Facloren eines planimetrischen Pro- 
ducies zwei auleinanderfolgende einen Punet und eine Linie darstellen, und 
der Punet in der Linie liegt, so kann man die beiden Factoren vertauschen.” 

Ich will dabei noch gelegentlich bemerken, dafs diese Beziehung auch 
dann noch gilt, wenn man die metrischen Werthe berücksichtigt, so dafs man 
in diese lelzten Formeln auch statt des Zeichens = das Gleichheitszeichen hätte 
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einführen können. Hingegen ist da = — ba und AB=— — BA; so dals sich 
in den Formeln (1.) nzcht das Gleichheitszeichen substituiren läfst. 
Endlich ist unmittelbar klar, dafs die Gleichung 
(4) abe =0 oder ABC = 0 
ausdrückt, dafs die drei Puncte a, d, e in einer Geraden liegen, oder dafs 
die drei Geraden A, 3, EC durch einen und denselben Punet gehen. und dafs 
man also in diesen Gleichungen die drei Factoren beliebig vertauschen und 
zusammenfassen kann. Hat man daher eine Gleichung von der Form 
5.) abCdEfy = 0, 
und überhaupt eine Gleichung, deren eine Seite Null und deren andere Seite 
ein planimelrisches Produet ist, dessen beide ersten und dessen beide letzten 
Factoren von gleicher Art (beides Puncte oder beides Linien) sind, während 
sonst überall Puncte und Linien wechseln, so bleibt auch das umgekehrte Pro- 
duct Null. also hier 
(6.) gfEdCba —= d. 
Dies ergiebt sich sogleich durch wiederholte Verlauschung und Zusammen- 
fassung der Factoren in der Formel (4.). Denn «bUdE stellt einen Punct 
vor: also kann man statt (9.) 
0 — yf(abUdE) 
schreiben. Aber yf und abCd stellen gerade Linien vor: also kann man statt 
dessen schreiben: 
0 — yf(ablCd)E = yfE(abCd). 
und hierin wieder, da yfE und ab Puncte sind, 
0 — yfEd(abl), 
mithin, da gfEd und ab Linien sind, 
0 = yfEdC(ab) — gfEdCba. 
Dasselbe gilt dann auch allgemein für alle Gleichungsformen von der oben 
bezeichneten Art. 
Nach diesen Vorbemerkungen schreite ich zur Betrachtung eines Pro- 
duets mit einem veränderlichen Puncte x. Betrachten wir zuerst das Product 


zaB:DeH'..., 


wo auf x abwechselnd Puncte und Linien folgen, so stellt z4# einen Strahlen- 
büschel mit dem Mittelpunet « vor, x4aB die damit perspectivische Gerade B, 
indem nämlich dem Strahle wa jenes Büschels der Punct zuB in dieser Ge- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLII. Heft 3. 27 
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raden entspricht; eben so stellt xzaBe einen Strahlenbüschel mit dem Mittelpunct e 
vor, welcher zu dem Strahlenbüschel um «@ perspectivisch ist, und zwar so, dafs 
die Gerade 3 ihr perspectivischer Durchschnitt ist. Ferner stellt z#7eD eine 
Gerade 2 vor, die mit dem Strahlenbüschel e und der Geraden 3 perspecli- 
visch, also mit dem Strahlenbüschel « projectivisch ist, und so fort; so dals je 
zwei aneinander gränzende, oder nur durch ein Mittelglied getrennte Gebilde zu 
einander perspeclivisch, je zwei durch mehr als ein Mittelglied getrennte Ge- 
bilde zu einander projeelivisch sind. Es würde sich aus den aufgestellten Prin- 
eipien leicht das bekannte Resultat ableiten lassen, dafs sich hierbei jede un- 
verade Anzahl von Mittelgliedern auf 3, jede gerade Anzahl auf 2, oder, wenn 
imaginäre Mittelglieder ausgeschlossen sind. auf 4 Mittelglieder zurückführen 
läfst: was wir jedoch hier übergehen, um zu den wichtigeren Ergebnissen 
fortzuschreilen. 

Man betrachte jetzt den Durchschnitt zweier projectivischer Strahlen- 
büschel (d. h. die Gesammtheit der Durchschnittspuncte ihrer entsprechenden 
Strahlen), etwa der Strahlenbüschel x«# und zaBeDe, und x sei der variable 
Durchschnilispunet der entsprechenden Strahlen: so heifst das, der Strahl z@aBeDe 
solle durch x gehen; man erhält also die Gleichung 

zaBcDex — d, 
folglich eine Gleichung zweiten Grades: d. h. der Durchschnitt zweier pro- 
jeetivischer Strahlenbüschel ist ein Kegelschnitt. Sind die beiden Strahlen- 
büschel perspeclivisch, so zerfällt der Kegelschnitt in zwei gerade Linien, deren 
eine der perspeclivische Durchschnitt beider Strahlenbüschel, der andere die 
Verbindungslinie der Mittelpuncte ist. 

Alles dies sind bekannte Resultate, deren Ableitung aus dem ange- 
sebenen Algorithmus ich hier nur ausgeführt habe, um den Weg zur höheren 
Perspectivität zu bahnen. Diese ergiebt sich bei der Verfolgung des einge- 
schlagenen Weges von selbst, wenn man den variablen Punet x wiederholt 
in das Product einführt. 

Man betrachte das Product 

(7.) zaBcDxB,.. 
Es wird dadurch. wenn das Product nicht Null ist, ein bestimmter Punct in B, 
dargestellt, welcher dem Puncte = entspricht. Fragen wir zuerst, welchen 
Puncten x ein- und derselbe Punet g in 3, entspricht, so haben wir, da dann 


der Strahl zaBeDx durch g gehen mufs, die Gleichung 
(8.)  zaBeDrg — 0, 











20. Grafsmann, die hohere Projectivität und Perspectivität in der Ebene. 197 


also die Gleichung eines Kegelschnitts. Allen Puncten dieses Kegelschnilts 

entspricht in 3, derselbe Punet g; wir können daher sagen, diesem Kevel- 

schnitte selbst entspreche der Punct g. Wird y als der Durchschnitt von 3, 

und einer Geraden @ geselzt, so erhält man die Gleichung in der Form 
(9)  zaBeDxBG = 0. 

In dieser Form zeigt die Gleichung unmittelbar, dafs alle Kegelschnitte. 
welche den verschiedenen Puncten g entsprechen, diejenigen Puncte gemein 
haben. welche das Product zaBcDxB, Null machen. Welche Puncte sind 
dies? Um bei der Beantwortung dieser und ähnlicher Fragen nicht durch 
Nebenfragen gestört zu werden, wollen wir zuerst einen Fall behandeln, den 
wir dann bei der ganzen folgenden Betrachtung ausschliefsen werden: nämlich 
den, dafs zwei auf einander folgende constante Facloren zusammenfallen (der 
Punet in die Linie). Fällt z. B. ein PD, so lassen sich nach Formel (2.) 
diese beiden Factoren verlauschen und man erhält zaBeD = xaBD.e. Nun 
ist die Gleichung za3D—=0, da sie ausdrückt, dafs der Punet vaB in der 
Geraden P liegt, die Gleichung einer geraden Linie, und damit zerfällt dann der 
Kegelschnitt (8.) in zwei gerade Linien, von denen die eine, nämlich die 
durch die Gleichung zaB DB = 0 vorgestellte, allen jenen Kegelschniltlen gemein 
ist, während die andere, die durch die Gleichung exg = 0 dargestellt wird, um 
den Punet e rolirt. Sieht man daher von jener unveränderlichen Linie ab, so 
haben wir wieder den Irüheren Fall eines Strahienbüschels (um e) und einer 
damit perspeclivischen Geraden D,. Dasselbe Zerfallen in niedere Gebilde 
wird offenbar überall eintreten, wo ein constanter Punct in eine constante 
Gerade fällt, die ihm als Factor folgt, oder vorangeht. Ich werde daher diesen 
Fall ein- für allemal von der Betrachtung ausschliefsen. Kehrt man nun zu 
der Frage zurück, welche Puncte = das Product zaBeDxB, Null machen. 
so geschieht dies erstens durch den Punet x == a. Zweitens, wenn x nicht in 
a fällt, kann auch z#4B nicht Null sein; denn dann müfste die Gerade x« 
in 3 fallen, also auch der Punct « in 3; was wir ausgeschlossen haben. 
Aus demselben Grunde kann also auch zaBe und vaBeD nicht Null werden. 
Der nächste mögliche Fall ist demnach, dafs der Punct xaBeD mit x zusammen- 
fällt. Dann mufs = sowohl in der Geraden D, als in der Geraden zuBe 
liegen. Letzteres giebt die Gleichung zuBexr —=0, d.h. die Gleichung eines 
Kegelschnittis, der in die Geraden 3 und we zerfällt. Die Durchschnitte dieser 
beiden Geraden mit der Geraden D geben also zwei Puncte, und zwar die 


beiden einzigen, für welche der Punct zaBcD mit x zusammenfällt. Drittens. 
37 * 
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wenn auch zaBeD.r nicht verschwindet, stellt es einen durch x gehenden 
Strahl vor. Soll also dann caBceDxB, Null sein, so mufs dieser Strahl mit 
B, zusammen-, also sowohl der Punct x, als der Punct zaBeD, in B, fallen. 
Letzteres giebt zaBeDB, — 0, oder durch Umkehrung, B,DeBar — 0; 
d.h. x liegt in der Geraden B,DPeBa, aber auch in B,, also im Durchschnitt 
beider, d.h. es ist 
x = B,DeBaB,; 
also machen folgende vier Puncte, aber auch keine andern, stati = gesetzt, 
das Product vaBeDxB, gleich Null, nämlich 
a, BD, «D, B,DeBaB,, 
die wir nach der Reihe mit 
re re 
bezeichnen . wollen (Fig. 4.). Die Kegelschnitte (8.) oder (9.) schlingen 
sich also alle um diese vier festen Puncte «, db, d, e. Man erhält demnach 
eine Schaar von Kegelschnilten, welche alle die vier festen Puncte «a, b, d, e 
gemein haben. und deren jedem in 3, ein Punct, nämlich derjenige Punct 
entspricht, in welchem dieser Kegelschnitt die Gerade 3, aulser dem Puncte € 
zum zweitenmal schneidet. Wir können jene Schaar einen Curvenbüschel 
zweiter Ordnung nennen, a, b, d, e die Mittelpuncte dieses Büschels. Von 
der Geraden 3,. welche durch einen dieser Mittelpuncte (e) geht und deren 
Punete den durch diese gehenden Kegelschnitten jenes Büschels entsprechen. 
läfst sich sagen, dals sie mil jenem Curvenbüschel perspectivisch sei. 
Betrachten wir jetzt weiter (Fig. 5.) das Product 
zaBcDxB,c De FF), ...:., 
so zeigt sich der Strahlenbüschel um e, mit der Geraden D, perspectivisch, und 
man kann in diesem Falle, nach dem Princip der Steenerschen Benennung, auch 
diesen Strahlenbüschel mit dem Curvenbüschel perspectivisch nennen. Nach dem- 
selben Prineip werden wir die Gerade D,. den Strahlbüschel e,, die Gerade 
F', u.s. w. mit jenem ÖGurvenbüschel projectivisch nennen können. Betrachten 
wir den Durchschnitt jenes Curvenbüschels mit einem der damit projectivischen 
Strahlenbüschel. etwa mit zaBeDrB,c,D,e,. d. h. also die Gesammtheit der 
Durchschnittspunete der Strahlen dieses Büschels mit den entsprechenden Kegel- 
schnitten jenes Curvenbüschels, und ist & dieser variable Durchschnitt, so 


heifst das: der Strahl vaB .... e, soll durch x gehen und wir erhalten die 
(rleichung 


vuaBeDxB,c, Dex —=d, 




















20. Grafsmann, die höhere Projectivität und Perspectivität in der Ebene. 199 


also eine Gleichung dritten Grades: d.h. der Durchschnitt eines Büschels 
erster und zweiter Ordnung ist eine Curve dritter Ordnung. 

Ehe ich zur allgemeinen Betrachtung übergehe, will ich den einge- 
schlagenen Weg noch einen Schritt weiter verfolgen und betrachte zu dem 
Ende das Product 

zaBcDxB,c,D, xB.. 
Jedem Puncte x, der dieses Produet nicht Null macht, entspricht in 3, ein be- 
stimmter Punct. Es werde in B, der Puncet == D,@ betrachtet, und man 
suche die Puncte x, welchen derselbe entspricht, d. h. für welchen der Strahl 
va... D,x durch y geht, so hat man 
(94, zaBcDxB,c,D,ry — (0 oder 

zvaBeDxB,c,D,xB,G — 0: 
mithin ist der Ort von x eine Curve dritter Ordnung. Allen Puncten dieseı 
Curve entspricht in BD, derselbe Punet 9, also jener Curve dieser Punct. 
Die Frage, welche Puncte alle diese Curven dritter Ordnung gemein haben. 
ist identisch mit der Frage, welche Puncte, statt « geselzt, das Product 
xzaBcDxB,c,D,xB;, Null machen. Dies sind aber erstens die vier Puncte. 
welche zaBcDxB, Null machen. Ist zweitens dieser Theil des Produets 
nicht Null, so ist auch das Product bis D, hin ungleich Null und stellt einen 
bestimmten Punet in I, vor. Soll dieser mit z multiplieirt Null geben, d. h. mil 
x zusammenfallen, so muls x in D, liegen, und zugleich in dem Strahle 
xvuaBeD&B,c,. Letzteres giebt die Gleichung 

(10.) zaBeDaxD,cx —V. 

Da hier zaBceDx, BD, und ce,x Linien vorstellen, so können wir die Ordnung 
nach den Bemerkungen zu Formel (4.) verändern und dafür 

zaBcDx(c,x)B, = 0 
schreiben, und da hier = in c,& liegt, so ist auch nach Formel (2.) 

zaBceD(c,x).xB, = 0; 
d.h. es zerfällt die Curve (10.) in den Kegelschnitt 

(11.) zuBeDe.x —= 0 
und in die Gerade B,. So wird das Product xa.... D,x durch den 
Durchschnitt 3,D, und durch die beiden Durchschnitte des Kegelschnitts (11.) 
und der Geraden D, auf Null gebracht. Zu diesem Resultate gelangt man 
übrigens auch leicht durch die blofse Betrachtung der Figur. Ist endlich dies 
Product wa....D,x ungleich Null, so stellt es einen durch © gehenden Strahl 
vor; soll dann wa@.... D,xB, Null werden, so mufs dieser Werth mit B, 
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zusammen-. also sowohl x in 3, fallen, als auch der Punct x&a....D,. Letz- 
teres giebt die Gleichung 
zaBcDxB,c,D,B, = 0, 
also einen Kegelschnitt, dessen Durchschnitte mit 3, die letzten beiden Puncte 
sind. welche za .... D,xDB, Null machen. Setzen wir hier den Punct 
B,D,c 3, = e,. so wird die Gleichung 
zaBeDxc, — d. 
Fasset man diese Resultate zusammen, so machen folgende neun Puncte, aber 
auch keine andern, statt x gesetzt, das Product zaBeDxB,c,D,xB, Null: 
BD, «D, BBileh, E2,VEELELLEO REN 
D,2 = B,2—=0; 
Puncte welche wir nach der Reihe durch 
tr u 
bezeichnen wollen. Die Curven dritter Ordnung (9.) haben also diese neun 
festen Puncte @....% gemein. Man erhält demnach eine Schaar von Curven 
dritter Ordnung, welche sich um jene neun festen Puncte schlingen und deren 
jeder in 3, ein Punet, nämlich derjenige Punet entspricht, in welchem die 
Curve die Gerade aufser den Puncten 2 und k zum drittenmale schneidet. 
Wir werden daher jene Curvenschaar einen Curvenbüschel dritter Ordnuny, 
die neun Puncte @.... 4 die Mittelpuncte dieses Büschels nennen, und den 
jüschel mit der durch zwei der Mittelpunecte 2 und % gehenden Geraden 
perspeclivisch setzen können. Von hier aus gelangt man, genau wie vorher, 
zur Projeclivilät eines Gebildes dritter und erster Ordnung, und zu dem Durch- 
schnitt eines Büschels dritter und erster Ordnung, welcher eine Curve vierter 
Ordnung liefert. 

Um nun das eingeschlagene Verfahren auf bebebige planimetrische 
Producte anzuwenden, die das variable Element x enthalten, nehme ich an, 
es sei A irgend ein Product, welches eine veränderliche, von x abhängige 
Gerade darstellt. und A sei eine feste Gerade. Dann drückt AA, wenn es 
nicht etwa Null ist. den Durchschnitt der Geraden X und A aus. Jedem 
Puncle .r, der nicht X4 Null macht, entspricht eine bestimmte Gerade X und 
ein besimmier Punet in A. Welchen Puncten x entspricht derselbe Punct in 
A, z.B. welchen der Punct A@, den wir g nennen wollen? Denjenigen 
Puncten ollenbar, für welche A durch g geht, d.h. für welche 

19 Ay 0 oder 
A AAG 0 


| 


\ 
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ist. Enthält X den Factor z nmal, so ist die gefundene Gleichung vom 
nten Grade und stellt also eine Curve nter Ordnung vor. Allen Puncten 
dieser Curve entspricht ein- und derselbe Punct g in A, oder, anders ausge- 
drückt: jener Curve entspricht dieser Punct. Selzt man g variabel, so erhält 
man eine Curvenschaar, und jeder Curve dieser Schaar entspricht ein Pune! 
in.4. Es bleibt nun noch die Frage zu lösen: welche Puncte haben alle jene 
Curven gemeinschaftlich, oder, anders ausgedrückt: für welche Puncle = ist 
XA—0? Um diese Frage zu beantworten, gehen wir auf die Entstehung 
der Linie ÄX zurück. Dieselbe kann nur als Verbindungslinie zweier Puncle 
entstanden sein. Es seien diese Puncte » und g, also A==pg und 
(12a) pyA = d. 
Ist nun >g ungleich Null, so drückt diese Gleichung aus, dafs die Gerade py 
mit A zusammenfällt, d. h. dafs sowohl p als y in A liegen, und man erhält 
die Gleichungen 
(13) pA=0 un yA=0. 

Ist » in Bezug auf x von «tem Grade, 4 von lem, so sind die durch diese 
beiden Gleichungen dargestellten Curven beziehlich von denselben Geraden 
und liefern &% Puncte, welche »9A Null machen, ohne »gy Null zu machen. 
Setzen wir hier siatt A eine variable Linie #, welche in Bezug auf = vom 
Grade y ist. so werden die beiden obigen zu Gleichungen von den Graden 
a@-+y, P-+y, und geben also (@-+y)(#-+-y) Puncte, welche »g#% Null machen. 
ohne 99 Null zu machen. Dasselbe würde auch noch gelten, wenn p und 
y Linien wären und #t ein Punct. Hierdurch hat man dann zugleich ein 
Mittel, um zu untersuchen, welche Punete »g Null machen, indem man nur 
wieder p in seine zwei Linienfactoren zu zerlegen braucht, u. s. f. So 
können also die sämmtlichen Puncte, welche XA gleich Null machen, ge- 
funden werden. Fragt man nach der Anzahl der Puncte, so ergiebt sich 
leicht der interessante Satz, dafs die Anzahl der Puncte, die ein Product p»y 
Null machen, in welchem p in Bezug auf x vom Grade «, y vom Grade 
ist. und in welchem nur Puncte mit Puncten und Linien mit Linien multiplieirt 
sind, gleich @-- «9-5 sei. Es gilt Dies zunächst für das Product von « 
in einen constanten Punct «a, indem za nur Null wird für 2 =a. Gilt der 
Satz aber für irgend ein Product »g, so gilt er auch noch, wenn zu py ein 
Factor & hinzutritt. Denn es seien p, g, R beziehlich von den Graden 
@, P, 7; so ist nach der Annahme die Anzahl der Puncte, welche p»y Null 
machen, gleich @ «9-9; die Anzahl der Puncte, welche »yR Null machen, 
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— 09 --(@-P)y--y': also ist die Anzahl der Puncte, welche überhaupt pyqR 


A he - Line. 1. 7. 1 2. Lu8 
Null machen, die Summe beider Zahlen, mithin gleich («+ A)’ + (a-+P)y-+7y’; 


ohne p»g Null zu machen, ist, wie wir oben sahen, gleich (@-+-y)(P 


d.h. der Satz gilt auch dann noch, wenn irgend ein Factor hinzutritt. Da 
nun das Product, wie es auch immer beschaffen sei, nur damit beginnen kann, 
dafs = mit einem constanten Factor mulliplieirt wird, und für diesen Fall der 
zu erweisende Satz gilt, derselbe aber auch bestehen bleibt, wenn irgend ein 
neuer Factor hinzutrilt, so gilt er auch allgemein. 

Gehen wir jelzt auf das Product XA zurück, wo X vom nten Grade ist, so 
wird es nach dem angeführten Satze durch n° Puncte Null gemacht. Die Curven- 
schaar (12.) schlingt sich also um n° feste Puncte und liefert einen Curvenbüschel 
nter Ordnung, welcher jene rn’ Puncte zu Mittelpuncten hat. Jeder Curve dieses 
Büschels entspricht in A ein bestimmter Punet; und umgekehrt. Wir nennen 
wiederum jenen Büschel »ter Ordnung mit dieser Geraden projectivisch. Hat 
man zwei Curvenbüschel, welche derselben Geraden projectivisch sind, so 
nennen wir diese Büschel unter einander projeclivisch. Es sei der eine Cur- 
venbüschel durch das Product XA, der andere durch das Product YA vor- 
gestellt. wo ÄX und F° wiederum Producle sind, von denen das erstere x nmal 
als Faclor enthalte, das letztere »amal. Dann entspricht der Geraden Ä in A 
der Punet XA4, der Geraden Y der Punct YA (Fig. 6.). Sollen dann A und Y ein- 
ander entsprechen, so müssen sie demselben Puncte in A entsprechen, d.h. sich 
in demselben Punet von A schneiden. Es sei dieser Punct g, so entspricht 
der Curve Ay = 0 die Curve Yy=0, von denen jene von nter, diese 
von »nter Ordnung ist, und von welchen, wenn g in A variabel wird, die erstere 
durch die nr’ Puncte, welche AA Null machen, die letztere durch die »»° Puncte 
geht, welche YA Null machen. Suchen wir den Durchschnitt der beiden pro- 
jeelivischen Curvenbüschel, d.h. die Gesammtheit der Puncte, in welchen sich 
je zwei entsprechende Curven dieser beiden Büschel schneiden, so sei x einer 
dieser Durchschnittspunete; dann hat man sogleich, da XA zugleich in Y liegt, 
die Gleichung 

AAY—=0, 
welche von (in-; »)tem Grade ist, und welche sogleich den allgemeinen Satz 
liefert: 
„Zwei projeclivische Curvenbüschel, von denen der eine von ter, der 
andere von nler Ordnung ist, erzeugen als Durchschnitt eine Curve 
(m-- n)ter Ordnung.” 
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Um zur Perspectivität zwischen einem Curvenbüschel und einer Ge- 


raden A zu gelangen, ist nölhig, dafs jede Curve des Büschels durch den 
entsprechenden Punct der Geraden A gehe. Dies wird am einfachsten er- 
reicht, wenn man in den früheren Formeln (12. 13.) y=x, also A == px 
selzt, so dals pxA zu dem die Perspectivität darstellenden Producte wird. In 
der That geht dann die Formel (12.) in 
pxzg = 0 oder prä = 0 
über, welcher offenbar durch z=yg genügt wird; d.h. es geht die durch 
jene Gleichung dargestellte Curve durch den ihr in A entsprechenden Punct y. 
Die Gleichungen (13.) werden dann 
pPA=OV und 24 =(. 

Die durch sie bestimmten Puncte x sind also die Durchchnittspuncte der durch 
die erstere Gleichung dargestellten Curve mit der Geraden A. Nimmt man 
wie oben an, dafs X vom nten Grade ist, so ist p, da == px ist, vom 
n—1)ten Grade; also ist die Anzahl jener Durchnittspunete »—1; d.h. von 
den n° Mittelpuncten des Curvenbüschels liegen n—1 in der Geraden 4. 
Daraus ergiebt sich folgender Satz. 

„Ein Curvenbüschel »ter Ordnung kann dann, und nur dann, mit einer 

Geraden A perspeclivisch sein, wenn n—1 seiner n’ Mittelpuncte in der 

Geraden A liegen; und zwar entspricht dann jeder Curve des Büschels 

derjenige Punct der Geraden, in welchem die Curve die Gerade zum 

nten Male schneidet.” 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs die vorstehenden Beziehungen 
auch gelten, wenn man Punct und Linie vertauscht; wodurch die Curven nter 
Ordnung durch n’ feste Puncte in Curven nter Classe mit x festen Tangenten 
übergehen. Ich behalte mir vor, die Idee der höheren Projectivität in einem 
folgenden Aufsatze noch von einem andern Gesichtspuncte aus zu behandeln, 
und dort diejenigen Beziehungen nachzuholen, welche sich durch die hier ein- 
seschlagene Methode weniger leicht zur Anschauung bringen lassen. 

Stettin, im Juli 1851. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLII. Hett 3. 
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21. 
Die höhere Projectivität in der Ebene; dargestellt 
durch Funetionsverknüpfungen. 


(Von Herrn Prof. Dr. MH. Grafsmann, Oberlehrer der Mathematik zu Stettin.) 





Die höhere Projectivitäl, welche ich in der vorhergehenden Abhand- 
lung (S. 193). in Verbindung mit der höheren Perspectivilät, aus den Prineipien 
der planimetrischen Multiplication abgeleitet habe, läfst noch eine andere Be- 
handlung zu, durch welche gewisse Beziehungen projeclivischer Gebilde sich 
mit besonderer Leichtigkeit ergeben. Die Methode, welche ich hier anwenden 
werde, ist dieselbe, welche von Plücker mit so vielem Erfolge bei der Be- 
handlung geometrischer Gegenstände angewandt ist; nämlich die Methode der 
Verknüpfung von Functionen, deren jede, gleich Null gesetzt, eine gewisse 
Curve darstellt. Der Zusammenhang dieser fruchtbaren Methode mit der geome- 
irischen Analyse (der Rechnung mit Puncten, Linien u. s. w.) läfst sich nicht 
deutlich machen, ohne die Addilionsgeselze und die Gesetze der Beziehung 
zwischen der Multiplication und Addilion für räumliche Gröfsen darzustellen; 
was hier zu weil führen würde. Ich verlasse daher hier ganz den Weg der 
geomelrischen Analyse, und leite auch den Begriff der höheren Projectivität 
unabhängig von der früheren Darstellung ab, um dann am Schlusse die Iden- 
tität beider Begriffsbestimmungen nachzuweisen. 

Es seien A und 3 Functionen zweier Variabeln « und y, und zwar 
beide vom nten Grade: so werden, in Bezug auf irgend ein Coordinaten- 
system, zu welchem « und y die Coordinaten eines veränderlichen Punctes 
sind. die Gleichungen AÄ=0 und 3=0 zwei CGurven nter Ordnung dar- 
stellen. Umgekehrt: sind statt jener Functionen die Curven selbst gegeben, 
so sind dadurch die Functionen, mit Ausnahme eines noch willkürlich zu wäh- 
lenden Factors, bestimmt. Ferner ist bekannt, dafs die Gleichung 

(1) «A+-pPB=—=0, 
wo « und / conslant sind, eine Curve von gleichem Grade darstellt, welche durch 
diejenigen rn Puncte geht, in denen sich A und Z schneiden, und welche 


(wenn nicht «@ oder 3 Null ist) aufser diesen Puncten keinen Punct mit A 
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oder D gemein hat. Eben so ist bekannt und ergiebt sich, wie Jenes, unmittel- 
bar aus der Gleichung (1.), dafs wenn « die Anzahl der Puncle ist. dureh 
welche drei Gurven 4, 3, C einzeln genommen bestimmt werden, und wenn 
diese drei Curven dieselben @—1 Puncte gemein haben, dann auch jeder Punct. 
welcher zweien derselben gemein ist, zugleich in der dritten liegt. Wir wollen 
die ganze Schaar der durch (1.) dargestellten Curven einen Curvenbuschet 
nter Ordnung nennen. Sind die Funclionen A und DB gegeben, so ist zu 
jedem Verhältnifs von @ und 5 die zugehörige Curve (1.) bestimmt; und um- 
gekehrt: durch jede Curve, welche durch die »»° Durchschnittspuncte geht, oder 
durch einen Punect dieser Curve, der nicht zu jenen »° Puncten gehört, ist es 
das Verhältnifs von @ zu ?. Sind nicht A und 3 selbst, sondern nur die durch 
sie dargesteillen Gurven gegeben, und ist aufserdem zu einem bestimmten 
Verhältnifs von @ zu 5 ein Punet der Curve (1.) gegeben, der aber weder 
in A noch in 3 liegt, so ist dadurch zugleich das Verhältnifs der entsprechenden 
Coöfficienten in A und 3 und zu jedem Verhältnifs von @ zu 9 die Uurve 
bestimmt. Man kann also aufser den durch A und DB dargestellten Curven 
noch eine, durch ihre »° Durchschnittspuncte gehende Curve von derselben Ord- 
nung willkürlich annehmen und die willkürlichen Factoren der Funclionen 4 
und 3 so bestimmen, dafs die Curve eiwa durch die Gleichung 

2) 4+B=0 
dargestellt wird. Dann ist mittels dieser drei Curven zu jedem Verhältnils 
von @ und ‚3 die zugehörige Curve bestimmt; und umgekehrt. Alle diese Be- 
ziehungen gelten natürlich auch, wenn «w und y Liniencoordinaten und also 
A, B, C... Curven ter Classe sind; nur dafs man dann statt der Puncte 
Linien zu seizen hat; und umgekehrt. Wir wollen dann die Schaar der durch 
(1.) dargestellten Curven eine Curvenreihe nter Classe nennen. Die Curven- 
reihe erster Classe ist dann eine punclirte Gerade. Nimmt man nun, aufser 
den Curven, deren Gleichungen A=0, B—=0, A-+-B=0 sind, zwei Cur- 
ven nter Ordnung (oder mter Classe) an, deren Gleichungen A, = 0 und 
B,=0 sind. und eine drilte Curve »ıter Ordnung (oder »nter Classe)., die 
durch die ın° Durchschnittspuncle der ersteren geht (oder von den m’ ge- 
meinschaftlichen Tangenten der ersteren berührt wird), bestimmt die will- 
kürlichen Factoren der Funelionen A, und 3, so. dals die Gleichung dei 
dritten Curve 

A+B = 0 

ist, und setzi endlich je zwei Curven, die durch die Gleichungen 
25 * 
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(3) eA+-PB=0 und «4,-PB, = 0 
(mit demselben Verhältnifs von « zu #) bestimmt sind, einander entsprechend: 
so nennen wir jenen ÜGurvenbüschel nter Ordnung (oder jene Curvenreihe 
nter Classe) und diesen mter Classe, zu einander projectivisch. Es ergiebt 
sich hieraus sogleich folgender Satz: 
„Die projectivische Beziehung zweier Gebilde (Curvenbüschel oder Curven- 
reihen) wird durch drei Paare entsprechender Curven bestimmt; d.h. man 
kann drei solche Paare willkürlich setzen; aber dann ist zu jeder vier- 
ten Curve des einen Gebildes die entsprechende des projectivischen Ge- 
bildes bestimmt.” 
Ferner: 
„Wenn zwei Gebilde einem dritten projeclivisch sind, so sind sie es auch 
untereinander.” 

Den Durchschnitt zweier projectivischer Curvenbüschel, d. h. die Ge- 
sammtheit der Durchschnittspunete ihrer entsprechenden Carven, erhält man 
sogleich, wenn man in den beiden Gleichungen (3.) das selbe x und y annimmt 
und «@ und / eliminirt. Dies giebt die Gleichung 

(4) 4,B-AB =, 
als Gleichung des Durchschnitts. Da diese Gleichung vom (m--n)ten Grade 
ist. so erhalten wir den Satz: 
„Der Durchschnitt eines Curvenbüschels »nter und eines nter Ordnung ist 
eine Curve (m-- n)ter Ordnung.” 

Um auch umgekehrt die projeclivische Erzeugung einer beliebigen Curve 
nter Ordnung, d.h. ihre Erzeugung mittels des gegenseitigen Durchschneidens 
projeclivischer Büschel darzustellen, bedarf es noch einiger Hülfssätze, deren 
Beweis ich der Übersichtlichkeit wegen hier folgen lassen werde. Es gründen 
sich diese Sätze auf dem bekannten Satze, dafs eine Curve »ter Ordnung 
durch An(n--3) Puncte bestimmt wird, und auf der Formel 

Im(m-3)+An(n+3)+mn —= Lm-n)(m-+n--3). 
Wir wollen die Curven »xter Ordnung mit A, A,,..., die nter mit B, B,,... 
und die (m--n)ter mit Ü bezeichnen, und die Anzahl der Puncte, durch 
welche diese Curven beziehlich bestimmt werden, mit @, 5, c; dann wird die 
obige Formel zu 
a+-b--mn — c. 
Stellt man sich nun, Dies vorausgesetzt, durch die Curve Ü zwei Curven A 


0 
> 


und 3 gelegt vor, deren mn gegenseitige Durchschnitte in C liegen, so schneidet 
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die erstere die EC noch in »n?, die letztere noch in n’ Puncten. Durch «—1 
jener m’ und durch &—1 dieser n? Puncte lege man beziehlich die Curven 
(ter und ater Ordnung) A, und D,, so dafs sie sich auf einem Puncle der 
Curve € begegnen. Fasset man dann A und B, zu einer Curve (m --nter 
Ordnung zusammen, und eben so A, und BD, so haben die drei Curven (m--n ler 
Ordnung C, AB, und A,B folgende Puncte gemein: 
1) Die nn Puncte in A, DB, C, 
2) Die a—1 Puncte in 4, A, C, 
3) Die 5—1 Puncte n DB, D.C, 
4) Den einen Punct in A,, D,, €. 
Also haben sie im Ganzen mn +a--b—1= c—1 Puncte gemein, und folglich 
liegen auch die Durchschnitte von je zweien der drei Curven zugleich auf der 
dritten: also liegen auch auf C die m’ Durchschnitte von A und A,. die 
n° Durchschnitte von 3 und DB, und die mr Durchschnitte von A, und D.. 
Hiedurch ist folgender Satz bewiesen: 
„Wenn man durch an Puncte einer Curve (m--n)ter Ordnung Ü, eine 
„Curve znter Ordnung A und eine Curve nter Ordnung B legt (vorausge- 
„selzt, dals Dies möglich sei): so schneidet jene die Curve Ü aufserdem 
„noch in denjenigen rn" Puneten, durch welche sich eine bewegliche Curve 
„inter Ordnung A, legen lälst, und diese in denjenigen n’ Puncten, durch 
„welche sich eine bewegliche Curve nter Ordnung B, legen läfst; und wenn 
„von den gegenseitigen Durchschnittspuneten dieser beiden beweglichen 
„Curven A, und BD, einer auf der Hauptcurve € liegt, so liegen auch ihre 
„sämmtlichen übrigen mn—1 Durchschnittspuncte auf dieser Curve.” 

Für a1 lälst sich dieser Satz in folgender Form aussprechen: 
„Wenn man durch eine Curve (n--1)ter Ordnung Ü, eine Gerade, 
„und durch » ihrer Durchschnitte mit C eine Curve »ter Ordnung legt. 
„so schneidet dieselbe die Haupteurve C in den »° Puncten, durch welche 
„sich eine bewegliche Curve ter Ordnung legen läfst. Die bewegliche 
„Curve schneidet die Haupicurve aufserdem in n Puncten, welche in einer 
„beweglichen, um einen festen Punct der Haupteurve rolirenden Gera- 
„den liegen.” 

Ganz auf entsprechende Weise läfst sich der Salz für m —=?2 aus- 
drücken. Ist hingegen m grölser als 2, so läfst sich nicht mehr allgemein 
durch »ın Puncte der Curve eine Curve ater Ordnung legen; weshalb man dann 
auf die ursprüngliche Fassung zurückgehen mufs. 
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Hieraus ergiebt sich nun unmittelbar die projectivische Erzeugbarkeit 
aller algebraischer Curven; namentlich mittels eines Curvenbüschels und eines 
Strahlenbüschels. In der That: ist eine Curve (n»--1)ter Ordnung Ü ge- 
veben, welche projeetivisch erzeugt werden soll, so lege man durch sie eine 
beliebige Gerade A hindurch. Durch n ihrer Durchschnittspuncte mit C lege 
man eine Curve ler Ordnung D hindurch; durch die n* Puncte, in welchen 
diese die Curve € aufserdem noch schneidet, lege man zwei Curven nter 
Ordnung BD, und D,, welche nach dem so eben bewiesenen Satze die Haupt- 
eurve noch in je 2 Puncten schneiden, die in zwei geraden Linien liegen. 
Diese geraden Linien, welche wir A, und A, nennen wollen, treffen nach 
demselben Satze die Gerade A in demjenigen Puncte, in welchem sie die 
Curve Ü noch zum (a --1)ten Male schneidet. Setzt man nun die Curven 
B. 2,. B, beziehlich mit den Geraden A, A,, A, als einander entsprechende 
Elemente zweier projeclivischer Büschel, so ist dadurch die projectivische Be- 
ziehung dieser Büschel bestimmt, und ihr Durchschnitt ist eine Curve (n --1)ter 
Ordnung. welche mit © die »° Mittelpunete des Curvenbüschels nten Grades, 
den Mittelpunet des Strahlenbüschels und die 3r Durchschnitte der entsprechenden 
Elemente, also im Ganzen (rn --1)?--n Puncte gemein hat, folglich mit Ü' zu- 
sammenfällt. Hierdurch ist dann die projectivische Erzeugung von Ü dar- 
gestellt. 

Durch diese projectivische Erzeugbarkeit der höheren Curven aus nie- 
deren hal man also ein Mittel gewonnen, um von den geraden Linien aus, auf 
rein geomelrische Weise die sämmtlichen algebraischen Curven zu erzeugen; 
und es wäre möglich, auf dieser Erzeugungsweise eine rein geometrische 
Theorie dieser Curven aufzubauen; wie denn auch in jener Erzeugungsweise 
eine rein geomelrische Definition aller algebraischen Curven von den verschie- 
denen Ordnungen unmittelbar enthalten ist. 

Um die höhere Projeetivität noch unmittelbarer auf geometrische Con- 
struclion zu gründen, gehe ich auf die höhere Perspeetivität zurück; werde 
jedoch hier nur die Perspeelivität zwischen Gebilden nten und ersten Grades 
ins Auge fassen. Ich nenne einen Öurvenbüschel zter Ordnung mit einer 
Geraden „I perspechwisch, wenn von den n° Mittelpuncten des erstiern n —1 
in Ä liegen und jeder Curve jenes Büschels ihr zter Durchschnittspunet mit 
A entspricht; das Entsprechende setze ich für die reciproken Gebilde Es 
ist dann zuerst nachzuweisen, dafs die Perspectivität nur eine besondere 


Art der Projeetivität ist, d.h. dafs je zwei perspeclivische Gebilde auch pro- 
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jectivisch sind. Es sei zu dem Ende ein Curvenbüschel nter Ordnung ge- 
geben, von dessen n° Mittelpuneten n—1 in der Geraden A liegen. Es sei A 
zur Absceissen- Axe eines Coordinatensystems genommen und die Abseissen 
jener n—1 Puncte seien 4, 4, ...4,_,. Es seien ferner zwei Curven 
des Büschels angenommen, und die Abscissen der Puncte, worin jene Curven 
die Gerade A zum nten Male schneiden, seien beziehlich 5 und d,. Dann 
sind, wenn man das Product (= — a,)(@ — @,) .... (@— a,_,) durch € bezeichne! 
und unter D und D, ganze Funclionen von z und y versteht, die Glei- 
chungen der beiden Curven von der Form 

B — C(@—b)-yD 

B, = C(«—b)—-yD, 
Hierauf geht die Gleichung eB--a, DB, =0 in 


C(« Be ah-+a,b, ) 4 y «D+aD — oO 


\ 


0, 
0. 


| 











a+a, a1, 
über. Es geht also die durch diese Gleichung dargestellte Curve durch einen Punel 
’ eb+ab, . cp Dr 
von A, dessen Abseisse ar -ist. Es ist aber nunmehr nach dem Begrilie 
1 


der Projeetivität zu zeigen, dafs, wenn man die drei Puncte, deren Abseissen 


ab+«b, 
b, b, und ER 


Gleichungen die entsprechende Beziehung Statt finde. Um nichts im Beweise 





sind, als Curven erster Classe ansieht, zwischen ihren 


zu übergehen, wollen wir auch Dies noch nachweisen. Die Gleichung 
xe-4+y'y-1==0 ist, wenn x und y Punctcoordinaten und x’ und y’ constant 
sind, die Gleichung einer geraden Linie. Man nennt dann ©’ und y’ bekannt- 
lich die Coordinaten (Liniencoordinaten) dieser Linie. Sind jetzt = und y 
constant, so ist jene Gleichung die durch Liniencoordinaten ausgedrückte 
Gleichung des Puncts, dessen (Punct-) Coordinaten x und y sind. Also ist 
die Gleichung des Puncts, dessen Abscisse 5 oder db, ist, 

xb--1 0, 

xb, +1 0; 


mithin giebt das «fache der ersten, zu dem Pfachen der zweiten addirt, die 


u 


Gleichung 


„ ab+ a,b, 4 iu 
x. wo +1=0, 


als die Gleichung des Puncts, dessen Abscisse 





aeb+«a,b, 
| at, 
schnittspunets der Curve eB+ «,B, = 0 mit der Geraden A. Also sind 


ist, d.h. des Durch- 
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die Curven jenes Büschels denjenigen Puncten der Geraden A projectivisch 
entsprechend, in welchen die Geraden von den Curven zum nten Male ge- 
schnitten werden; oder, da das Nämliche auch reciprok gilt: 
„Zwei perspectivische Gebilde sind zugleich einander projectivisch.” 

Will man nun eine beliebige Curve (r--1)ter Ordnung 42 perspecli- 
visch erzeugen, so lege man (Fig.?7.) A und 3 durch sie hin. Durch a» Durch- 
schnitispunete von A und 42 und durch »—1 Durchschniltspuncte von 3 und 
(2 lege man eine Curve nter Ordnung 7/7, hin. Dies ist allemal möglich, 
da In(n--3)—n—(n—1)=in(n—1)-+1 immer positiv ist. Dann sind 
die »° Puncte, in welchen die Curve /, die gegebene Curve (2, aufser in den 
r Puncten, in .£ noch schneidet, solche Puncte, die sich als Mittelpuncte 
eines Curvenbüschels »ter Ordnung setzen lassen; und zwar liegen a —1 der- 
selben in einer Geraden, nämlich in 3. Die Gerade B möge die Curve 7, 
zum »ten Male in >, schneiden und die Curve 42 zum nten und (rn --1)ten 
Male in », und »,. Ferner sei der Punet, in welchem die Gerade A die Curve 42 
zum (22-- I )ten Male schneidet, %. Sind nun 7/5, /; die Curven jenes Büschels, 
welche durch p», und p, gehen, so schneiden diese nach dem oben bewiesenen 
Satze die Geraden 7»% und p,;% beziehlich in je » Puncten, welche zugleich 
in der Curve 2 liegen. Setzt man also die drei Curven /\. I,, I, bezieh- 
lich den drei Geraden 4, p;k, p;%k projeclivisch entsprechend, so hat der 
Durchschnilt jenes Curvenbüschels und dieses Strahlenbüschels um %, die »° Mit- 
telpuncte des erstern, den einen Mittelpunet des letztern und die 32 Puncte 
in 4, p»%, p;k mit der Curve (2 gemein, also im Ganzen (r- 1)'--n Puncte; 
mithin fällt dieser Durchschnitt, da er zugleich eine Curve (r-;-1)ter Ordnung 
ist. mit (2 zusammen, und folglich ist (2 als Durchschnitt erzeugt. Will man 
auch die Strahlen des Strahlenbüschels durch Construction erzeugen, so hat 
man nur durch einen der Puncte p,, oder p,,. z. B. durch p;, eine beliebige 
Gerade D zu legen, den Durchschnittspunet von D und A mit p,, und % mit 
p; zu verbinden, durch den Durchschniltspunet dieser beiden Verbindungslinien, 


den ich e nennen will, nach demjenigen Puncte p in D, zu welchem man 
den entsprechenden Strahl sucht, eine Gerade zu ziehen, und durch den Durch- 
schnilispunet 4 dieser Geraden und der Geraden D den Strahl Ay zu ziehen: 
dann ist dieser der gesuchte Strahl. Denn wenn p in p,, p, oder p, rückt, 
so rückt Ag in die Lage von A, p%k, p;k, während Ay dem p projeclivisch 
entsprechend ist. Ich will hier noch bemerken, dafs, wenn x den variablen 
Punct darstellt, der die Curve 42 beschreibt, und man die von mir in den 
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früheren Aufsätzen angewandte Bezeichnung festhält, den Punet » aber. in 
welchem die Curve /' des Curvenbüschels die Gerade 3 schneidet, als Function 
des Punctes x setzt, in der Art, dafs. wenn = in der Curve /' liegt, p» den 
nten Durchschnitt von /' mit 3 darstellt: dafs dann die Gleichung der Curve 2 
folgende ist: 
peDkx —= VO. 

Denn diese Gleichung drückt aus, dafs, wenn der Punct, in welchem pe die 
Gerade D schneidet, mit # verbunden wird, diese Gerade durch x, d. h. durch 
einen Punct von /' geht; also stellt dann = den Durchschnitt dieser Geraden 
mit /, also den Durchschnitt des Curvenbüschels und des Strahlenbüschels. 
folglich die Curve £2 dar. Ich werde auf dies interessante Resultat in einem 
späteren Aufsatze zurückkommen. 

Es bleibt mir noch übrig, die Übereinstimmung des hier gegebenen 
Begrifls der Projectivität mit dem früher gegebenen darzustellen. Der Begriff 
der höheren Projectivität wurde dort abhängig gemacht von einem planimetri- 
schen Producte zweier gerader Linien oder zweier Puncte, von denen der 
eine Factor von dem variablen Puncte w abhängig, der andere constant war. 
Ich will hier nur den Fall betrachten, wo das Product aus zwei Puncten 
besteht; woraus der andere Fall durch Reeciprocitlät von selbst hervorgeht. 
Dann sei der von x abhängige Punct », der constanlte «a, und 4, B,Ü,... 
seien gerade Linien, die durch den Punct « gehen. Dann entsprechen nach 
der dortigen Definition den Curven y4=0, pB=—=0,. pl —=0,... die Ge- 
raden A, B, C,... Nun seien in Bezug auf irgend ein Coordinatensystem 
2, X, die Coordinaten des variablen Puncts x, und p, und p, die von p, 
und die Gleichungen der Geraden A und D seien 

A = 2 +mm+0, — 0 s 
und 

B — Br + 04 P —= O0. 
Dann ist die Gleichung jeder andern Geraden €, die durch den Durchschnitt 
von A und B geht. 

a4’ -+-PB —= 0, 
d. h. 
(a0, + PPı)cı + (a + BP) 22 + a; + PP, — 0. 
Nun drücken die Gleichungen y4 = 0, pB=0, pC—=0 aus, dals der 
Punct » in der Geraden A, oder B, oder € liege, d. h., dafs », und p.,, statt 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLII. Heft 3.- 29 
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r, und «, gesetzt, den Gleichungen dieser Geraden genüge. Man hat also 
&Pı + pr 0; 0, 
PıPpı -+- PP» + A =0, 
(ac, + BP )Ppı + (aa + PP2)Ppr + 003 + PP, =. 


| 


Die letztere Gleichung können wir auch so schreiben: 


(mp + RP + %)-+ PiPıpıt Prpı+ Pr) = VO. 
Sie ist die Gleichung der Curve, welche nach jener Definition der durch die 
Gleichung 
aA'-+- PB — 0 
dargestellten Geraden entspricht. Durch diese beiden Gleichungen war aber 
der Begriff der Projectivität, wie wir ihn in diesem Aufsatze gegeben haben, 
bestimmt: also ist die Übereinstimmung beider Begriffe nachgewiesen. 


Stettin. im Juli 1850. 























22. 
Nachtrag zu dem zweiten Abschnitte der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. (8. Band 26, 30, 34 u. 36 
dieses Journals.) 


(Von Herrn Dr. L. Oettinger, ord. öffentl. Professor der Mathematik an der Universität 
zu Freiburg i. Br.) 





g. 49. 
Z 


Nachtrag zu $. 10 und 11. 


ih: einer Urne sind 2, mit den Zahlen 1. 2, 3..... nr bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man nimmt » Kugeln einzeln heraus, betrachtet die aul- 
geschriebenen Zahlen und legt die Kugeln in die Urne zurück. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel mit der auf ihr stehenden 
Zahl in der Ziehungsreihe zusammenirellen werde? 

Die Zahl der günstigen Fälle stimmt. wie leicht zu sehen, mit der 
Anzahl der Stellen-Elemente überein, welche entstehen, wenn man die Ver- 
setzungen mit Wiederholungen aus r» Elementen zur pten Classe bildet. Be- 
zeichnet man die Gruppen- Anzahl dieser Stellen-Elemente bei den Ver- 
setzungen mit Wiederholungen, nach Analogie der Stellen -Elemente bei den 
Versetzungen ohne Wiederholungen (Combinationslehre $. 43.), durch 

BU: dr... 
so wird ihre Gruppenzahl auf eine ähnliche Weise wie jene und zwar auf fol- 
sende Weise gefunden. 

Die Zahl der Gruppen, in welchen je ein Element auf der Stelle. 
welches seine Stellenzahl angiebt, erscheinen kann, ist ». Vor und nach ihm 
können alle Elemente in jeder möglichen Mischung auf » —1 Stellen erscheinen. 
Die hiedurch bedingte Gruppenzahl ist 


n. nr, 


Diese Zählungsart führt jedoch zu viele Gruppen auf; denn es trill! 
sich, dafs auflösende Gruppen unter zwei Elementen zugleich, also zwermal 
gezählt werden, während sie nur einmal gezählt werden sollten. Es müssen 
daher alle Gruppen ausgeschieden werden, in welchen die Stellen- Elemente 
paarweise zusammentreien können. Ihre Zahl ist, da keine Versetzungen 
29 * 
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p'p—1) 
Ku 

in jeder möglichen Mischung, auf » —2 Stellen erscheinen. Die hiedurch 

p(p—1 u 

A Er a 
1.2 

in dieser Zählungsweise durch allmäliges weiteres Ausscheiden fort. so ergiebt 


möglich sind. Vor und nach diesen Gruppen können alle Elemente, 


bedingte und auszuscheidende Gruppenzahl ist also Fährt man 


sich folgende Zahl günstiger Gruppen: 

1! Bien 3 p—l f ai p=2 | /, —) _4 | 
(1.) SUla, a, .... PP = pn’ — (pn (pn — (pn... 
Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in O übergeht. Diese Gruppenzahl läfst 


sich auch auf das Binomium zurückführen und wie folgt darstellen: 
(2.) Sl[a, Q,....] = a? — [n’ — pn (pin? — (pin... | 
— "— (n—1)’ = A4An—1). 


Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn Nr. 1 oder 2 durch die 
Zahl aller möglichen Fälle n’ dividirt wird. Man erhält 
vr __PWzN , PR -dor—-d) _ PW—-dPW-MWw-3) | 
n um: ® 1.2.3.n° 1.2.3.4.n‘ [4 
/ 1 \P An —I)r 
— 1-(1-) = I. 


n nn?” 


3) w— 











Die Wahrscheinlichkeit wird um so grölser, je gröfser n und p sind: 
denn fi “nähert sich in diesem Falle der Null mehr und mehr. In 
\r. 3 kann höchstens »y=nr werden. Man kann daher fragen: wie viele 
Ziehungen sind nöthig, um bei einer bestimmten Zahl von Kugeln einen ge- 
wissen Grad der Wahrscheinlichkeit zu erhalten, dafs wenigstens eine Kugel 
mit der aufgeschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe zusammentreffen werde? 


Zu dem Ende hat man x aus der Gleichung 


n—1\* 
w — 1—|-— 
n 














zu entwickeln. Setzt man w——, so ist 
log (1— ) 
A) = s/’ __ logs—log(s—r). 
En 1  — logn—log(n —1) 
log | 1— — " 
s(1-,, 


Der Grad der Wahrscheinlichkeit « ist übrigens, wie sich leicht erkennen 
läfst, in bestimmte Grenzen eingeschlossen. 
Die Wahrscheinlichkeit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen 


Zahl in der Ziehungsreihe unter den oben angegebenen Bedingungen zusam- 
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mentreffen werde, ist 


” ln U A rp—1) _. Pb-Vir—?) REIFEN 1 \P 
(5.) Be n * 1.2.n® 1.2.3.n? J ae Ders} 


Zugleich ergiebt sich aus (5.) die Zahl der Gruppen bei den Ver- 





setzungen mit Wiederholungen, wo kein Element auf seiner Stelle erscheint. 
Sie ist 
(6.) SU[0; a, @&, 9, .... a,’ 
— a’ — pn (pn — (pnP®— ....— (n—1). 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit. 
dafs in » Ziehungen gerade r Kugeln (nicht mehr und nicht weniger) mit 
der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden ? 

Die Zahl der Gruppen, in welchen gerade r Elemente zugleich an 


p-Npr—? . Zar r-+1) 
1.8.9. 


auf den übrigen (p—r) Stellen keine Blellon-Elamsnta vorkommen. Um die 


Aufser diesen dürfen 





ihrer Stelle erscheinen, ist pr 


Zahl der günstigen Fälle zu finden, mufs in (6.) p—r statt p gesetzt und 
der gefundene Ausdruck mit (p), verbunden werden. Dann ist die fragliche 
Gruppenzahl: 


(7) Sflr;a,W,....a]) = n—1)" 





p(p—-N(p—2) .... (p—r-+1) 
7% 9 RE 
und die gesuchte Wahrscheinlichkeit 


4 PERER pp—N). Arms p— 
Wer 1(1- Ä 


Die Bedingungen sind wie oben. Wie großs ist die Wahrscheinlichkeit, 








dafs wenigstens # Kugeln mit den aufgeschriebenen Zahlen in der Ziehungs- 
reihe zusammentreffen werden ? 

Die Zahl der günstigen Fälle ergiebt sich, wenn man aus (7.) die Zahl 
der Gruppen nimmt, in welchen gerade vr, r--1, r--2,....p Elemente an 
ihrer Stelle erscheinen. Man erhält sie, wenn in (7.) allmälig vr, r--1, 
r-+-2,....p statt m gesetzt wird. Demnach ist 

Se[r, r +1, r+2,....95 db, Ayy .... 4.) 


| u Mi (p—r)(p—r—1) 

















— (p),(n BR 1 ir > (pP): In zu Zr rg n?- 1 : 4 we np 2. 
ö nt, rn p—r—1 2 ı pr (pr—2) ,; 
Ma (pa Ta nr ..,. 
mMAÄArr—n [a2 _ ro pr. POT 4. 
+ (P), +2 (N 1) —=(P)r m a 4- 12 n ri 
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Ordnet man diese Darstellung nach den Potenzen von n, so ergiebt sich 






































r+1 r 
nn | p-—l __ en __ mP— 
»),. ‚(1 )n — (P).- n 
11, a z j L 2 
14, (rHNer+2 He | 
(P) RE mn ent en ne ri r+2) ap 
N wu 1.2 1.2.3 
u. 8. W. 
Die Zahl der günstigen Fälle läfst sich daher auch so darstellen: 
9) 8tlrs, r+l,r+2,..:9 as San; 
AN, r(r—1) pr (r+1)r+2) 2-15 
pP), — (pP), m? (Piss an?" — (p),, >y NUT een. 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 
2 B3 (P)r-i 1 _(PMr+: 2] 
Eu 0 SZ Pr 147 I (a1)! (n—1)t? Tr (1-) 
er (p—r)ı eier ne —r-Npr—r—2)r } 
m Fer ' 4.2(r+2)n® 1.2.3(r+3) u | 
pp EL! em. Dal x er 
u 1.2. ‚(r—1)n . P on ua 
0 


Setzt man in (10.) s--1 statt », so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs höchstens 
s Kugeln mit den ihnen aufgeschriebenen Zahlen übereinstimmen werden. 
(»). iE (p—s—N(s+-1) | (P —s—1)(p—s—?2)(s-+1) 


( | 1.) DD = — —— 





(s+2)n L 1.2(s{3)n? Dr 





Die Wahrscheinlichkeit. dafs wenigstens r und höchstens s Kugeln (also r, 
r- 1. r--2.....s) mit den auf ihnen stehenden Zahlen in der Ziehungs- 
reihe zusammenirellen werden, ergiebt sich, wenn man s-+1 in (10.) setz! 
und das Resultat von (10.) abzieht. Sie ist 


2 ER Pip—d.. Be PL Be.’ : 
1) "RE 1.2 r—Dw a 


aan Bu f 8 Zu 
= mer; 1 04. 


In einer Urne befinden sich »u ER von welchen jede », 








‘ 


mit den Zahlen 1.2. 3..... 2 bezeichnete Kugeln enthält. p» Kugeln werden 


einzeln heraus genommen und nach der Ziehung in die Urne zurückgelegt. 
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Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel mit der auf 
ihr geschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe zusammentreffe ? 

Man sieht leicht, dafs die Zahl der günstigen Fälle mit den Gruppen 
der Stellen-Elemente zusammenfällt, welche entstehen, wenn man die Ver- 
setzungen mit Wiederholungen zur pten Classe aus m Elementenreihen aul- 
stellt. Die Gruppenzahl läfst sich ganz auf die oben zu Nr. 1. angegebene 
Weise finden, wenn man erwägt, dafs die auflösenden Gruppen jeweils so 
viel mal mehr vorkommen werden, als die mit einerlei Stellenzahlen bezeich- 
neten Elemente aus den verschiedenen Elementenreihen Versetzungen mit Wie- 


derholungen zu der erforderlichen Classe (m', an’, m’. .... ) geben können. 

Diesem zufolge ist die Zahl der Stellen-Elemente (g yünstige Gruppen-Anzahl) 

BB) BD a ei a  P 
— ».m (mn) — (pn (mn) + (pP) (mn) — pm‘ (mn)? - 


— (mn) — (mn — m)’ — m’ |n”’ — (n—1)]| = m’An—1)". 
Für die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn durch (mn)’ die Zahl 
aller möglichen Fälle dividirt wird: 


(14.) u: WERE. Zee.) | pp Nr —?2) _ p(p—1)(p—2)(p —3) | 
"N 


udn Ge Gr (esse nn ee ——— ot & 0 @ 6@ 


1.2.0” ' 1.2.3.n° 2. 


Bleibt man bei dem eben bezeichneten Entwicklungsgange, so lassen sich 








leicht die nachstehenden Fragen beantworten. 

Die Bedingungen sind wie vorhin. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe 
zusammentreffen werde? 


pP ı piow—I) _ pp—-ViP—%) = 
Fe) -1- „Ta 1.2.n? 1.2.3.n° ‚BAEE 24 220 


Die Wahrscheinlichkeit, dafs gerade r, nicht mehr und nicht weniger, mit der 
aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden, „ed 


N RE ER Lu Tr a -(1-): 


(mn)P (n—1)r 











Die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens » Kugeln zu ihrer Stelle erscheinen 
werden, ist 




















1 1 \P7 1 \pr— pr 07 

(17) w= —) +1) £ Drr(i— el 
(Pr pe (p—r)r bis (p—r)( Pr (Por) pr—ar ,., 

Bi”. (r+1)n 1.2.(r+2)n? 1.2.3.(r+3)n° 7 } 





pp) ....(p—r+1) f,_ PN 
Pen 1.2.....(r—1)n” T (1--) ÖL. 
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Man sieht aus der Vergleichung von (3. und 14), (5. und 15.). (8. und 16.). 
(10. und 17.). dafs die vorgelegten Fragen, obgleich von wesentlich ver- 
schiedenen Bedingungen ausgehend, doch zu einerlei Resultat führen. 

An die bisher aufgestellten Gleichungen knüpft sich die Beantwortung 
folgender Probleme aus der Combinationslehre. 

Werden die Versetzungen mit Wiederholungen aus den Elementenreihen 


(ı» U. "TOR ME 3 © HR 8 C} » Czy oe... lCy5 4 mM, My. N 


zur pten Classe gebildet, so ist die Zalıl der Gruppen, in welchen kein Stellen- 
Element erscheint, 





(BE Di rer re at en 


n 


2 , P Be ! ’l y—1) > FR. \n 
— (mn) — pn (mn) —- / n 5a an — m’ (n—1), 





und diejenige. worin gerade = Stellen -Elemente erscheinen. 











( 19.) SU[r; d, 5 Us. [3 Bz [3 * d„3 b, 9 b,. [ * ... b,; [7 . [} . AN,» Mm; . . .. in, P 
IE 1) 0.0.» ( ne 2 | 1 r . 
un DIR rn E, TOap n —1)""": 
PR R | 


ferner diejenige, worin wenigstens ” Stellen-Elemente erscheinen , 


(20. Stlr,r-+1,.... > Br a Ar a a Mn 
| |: RAR Ri ynp— . rnP"? t rnP-3 I ] 
aa ka N — rk ee inc 
(PP) \J / r+1 | \J - r+2 W/; /3 r+3 2 


In jeder von A Urnen sind » mit den Zahlen 1, 2, 3,.... n bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man zieht allmälig alle Kugeln aus jeder Urne. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel in der Ziehungsreihe 
mit der darauf geschriebenen Zahl zusammentreffe ? 

Das fragliche Ereignifs kann entweder bei dem Ziehen der Kugeln 
aus der ersten Urne, oder, wenn es nicht geschieht, bei dem Ziehen aus der 
zweiten. dritten etc. eintreffen. Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit des 
Zutreffens nach (2. $. 10.) durch 
ur I ala = ER 

1.2 ' 1.2.3 1.2.38 ' + 

und die entgegengesetzte durch «,; =1— w,, so ergiebt sich für die fragliche 
Wahrscheinlichkeit: 











MER ER) 





wi —1 


21) we www +wwtwwt wen = w ze 





1— w/ 


— W, _— te. 


1— ıw, 
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17 


Dies Nämliche gilt auch für den Fall, wenn in jeder Urne »x Arten von Ku- 
veln enthalten sind, welche die genannten Zahlen zur Aufschrift haben. Die 
Werthe von ©, und ze, sind dann aus (2. $. 11.) einzuführen. 
Die Bedingungen sind wie vorhin. Man zieht aus jeder Urne eleich- 
zeilig eine Kugel, ohne die gezogene Kugel in die Urne zurückzulegen. und 
fährt so fort, bis » Kugeln aus jeder Urne gezogen sind. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs alle, gleichzeitig in einer Ziehung erscheinenden Ku- 
seln die nämliche Zahl haben, und dafs diese Zahl mit der Ordnuneszahl in 
der Ziehungsreihe zusammentreffe ? 
Die Zahl der günstigen Fälle findet sich ganz nach der zu Nr. 1. an- 
gegebenen Schlufsweise. Das gleichzeilige Zusammentrelfen von je Ak gleich- 
bezeichneten Kugeln aus allen Urnen vermehrt die Zahl der günstigen Fälle 





nicht. Es giebt immer nur eine Art, wie Dies geschehen kann. Demnach 


giebt es » günstige Fälle, die sich mit den Versetzungen ohne Wiederholun- 
gen auf den übrigen Stellen verbinden können. Die hiedurch bedingte Grup- 
penzahl ist pa —1)(n—?2)....(n—k- 1)‘. Hievon sind nun diejenigen 
Gruppen auszusondern, in welchen das Zusammentrellen paarweise Statt findet 
Sie sind 


P\P 
I. 


u.s. w. Die Fortsetzung dieser Schlüsse giebt folgende Zahl der günstigen 


AL, | 2 
. | n—2)(n—3)....(n—p-1)] 


Gruppen: 

DE A an A ee ee Ma Me EI 

— plan 1" — (p)lea — AT + (pi lea IP... 
Wird [rn (n —1)....(n— p--1)]' durch die Zahl aller möglichen Fälle dividirt. 


so ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit, und man erhält 


POTHEERPRGHERRR HEBEN...) SBOR N en.) 
n' 


1.2[aa dj 7 1.2.3] —1)(n— 2) 











Werden alle Kugeln aus jeder Urne gezogen, so ist 
| 1 I 
a We— TER rt TR Si 
nk 1.2 [na 1.2.3 [am —1) (m — 2) 


Die nämliche Frage läfst sich stellen, wenn in jeder Urne mehrere 











gleich bezeichnete Kugel-Arten (zn) vorhanden sind und p Kugeln einzeln und 

gleichzeilig aus jeder Urne gezogen werden, ohne dafs man die gezogene 

Kugel in die Urne zurücklegt. Die Zahl der günstigen Fälle wird durch 

die gleiche Schlufsweise, wie vorhin, gefunden; wobei jedoch zu bemerken ist, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 3, 30 
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dafs die Zahl der auflösenden Gruppen zunimmt, indem in jeder Urne m Kugel- 
Arten vorhanden sind, von denen jede die entsprechenden Elemente liefert. 


Die Zahl der günstigen Gruppen ist 
25. A — p nn" (m n ee as vorne m’* (mn A; By 
- (P)s m’ [mn — yPrmln. .... 


Für die gesuchte Wahrscheinlichkeit rw sich, durch Dividiren mit | (mn)! 








I ET pp—i)mt p(p—A)(p —2).m’* 
u 1.2 [mn (mn 1) ' 1.2.3|mm(mn mn — 2) 


Werden unter den nämlichen Bedingungen aus Ak Urnen, von welchen 
jede x, mit den Zahlen 1, 2,3. .... z» bezeichnete Kugeln enthält, je » Ku- 
geln einzeln und gleichzeitig gezogen. wird stets die gezogene Kugel in die 
Urne zurückgelegt, und fragt man, wie grofs die Wahrscheinlichkeit sei. dafs 
wenigstens einmal alle gleichzeitig gezogenen Kugeln die gleiche, mit der 
Ziehungsreihe übereinstimmende Zahl zeigen, so findet sich für die dem Er- 
eignils günstige Gruppenzahl: 


a. Hl a. er RP PM. 
—y n(p—Dk u pP): ar dh - ( p); np3dK a 
nr — [Ink — pn RI (RR) — (mn! —1)P. 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn man durch n’’ dividirt. 
und ist 








s BER . Be) , UF 
28, we == u 2 1.2.3. n°%* 
(n"—1)P 
le ne nP* im; & 


Sind in jeder Urne »r verschiedene, mit 1, 2,3, ..... 2 bezeichnete Kugel- 
arten enthalten, wird unter den angegebenen Bedingungen je eine Kugel aus 


jeder Urne gezogen und Dies p mal wiederholt, so ist die Zahl der günsti- 
ven Fälle: 


29. A — pa (mn)P* — (pP), m’ (mn)? (p), m’ (mn) — 
— Be [(mn)P* — pn! (mn)P "4 (pm (mn) Pr... .] 
— (mn)? — m’ (n‘ —1)F. 


Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist, nach den ee Reductionen, 


0. vw 1-(1— 


in 
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Sie fällt mit (28.) zusammen. Man kann, wie man sieht, auf die vor- 
liegenden Fälle auch die Fragen ausdehnen, wie grofs die Wahrscheinlichkeit 
sei. dafs gerade 7, oder wenigstens # Kugeln unter einander mit den auf- 
veschriebenen Zahlen in den » Ziehungsreihen übereinsiimmen werden. Ihrer 
Beantwortung steht keine weitere Schwierigkeit entgegen. Zugleich sieht man. 
dals die in (227 bis 30.) gefundenen Gleichungen allgemeiner sind, als die in 
($. 10. und 11.) gegebenen, so wie dafs sich letztere aus jenen ableiten lassen. 
wenn k—=1 geseizt wird; was für die Richtigkeit der hier gegebenen Glei- 
chungen spricht. 

Anmerkung. Von den in diesem Paragraph mitgetheilten Entwick- 
lungen hat Laplace die Nr. 24 seiner Theor. anal. d. prob. p. 224 et 225 
entwickelt. Sein Text und die dazu entwickelte Gleichung passen aber nicht 
zusammen, und seine Gleichung beantwortet eine andere als die von ihm ge- 
stellte Frage. Seine Worte sind: 

„Concevons maintenant un nombre 2 d’urnes renfermant chacune le nombre n 
de boules, toutes de couleurs differentes (hier durch die Zahlen 1. 2,3,... n 
bezeichnet) et que l’on lire successivement toutes les boules de chaque urne. 
On peut determiner la probabilite, qu’une ou plusieurs boules de la meme 
couleur sortiront au m&eme rang dans les 2 lirages.” 

Dieses Problem fällt offenbar mit dem obigen Nr. 2i zusammen und 
ist, wie leicht zu sehen, von dem in (24.) beantworteten ganz verschieden. 
Laplace hat bei Stellung der Aufgabe das gleichzeitige Erscheinen der mit 
gleicher Zahl bezeichneten Kugeln (bei ihm Kugeln von gleicher Farbe) über- 
sehen; was jedoch die hervortretende Grundbedingung in dem vorliegenden 
Probleme bildet. Er hätte das Problem so aufstellen sollen, wie es zu (24.) 
gestellt wurde. 


30 * 











23. 


Sur la sommatıon des suites infinies par des 
ıntegrales definies. 


(Par W. Smaasen, Docteur en Sciences a Utrecht.) 





L analyse ne connait qu’un pelit nombre de fonctions, et il n’est pas 
etonnant qu'elles ne suffisent pas dans la plupart des cas pour representer les 
fonelions qui pourront s’oflrir. 

Le nombre des fonctions est infini, et sauf un nombre limite de cas, 
une serie infinie, qui en general est l’expression d’une fonction, ne peut 
pas elre reduile a des expressions algebriques. Un moyen puissant consiste 
dans l’expression des fonctions par des znlegrales definies. Ü’est une 
question assez facile a resoudre, de reduire une integrale definie, dont les 
limites sont finies. a une serie convergente, mais la question znverse offre 
des diflieuliös assez graves. Nous devons deja aux recherches ingenieuses 
de Mr. Aummer (Voyez le tome XVII. de ce Journal pag. 210), la con- 
naissance de quelques melhodes, qui peuvent dans plusieurs cas mener au but 
propose. 

Je me suis propose de resoudre la question suivante pour quelques cas 
et par une methode directe: 

„Etant donne une serie: on demande d’exprimer sa somme par une inte- 
„grale simple ou multiple.” 
Je commencerai par mettre en @vidence quelques series, dont je ferai 


un frequent usage. Soit donne la serie 


fe = w+a2+0,2°+a,2°-+ etc. +a,2°+ etc. 
laquelle j cerirai 
fE = + &a,r, 


le signe I s’elendant ä toutes les valeurs positives et entieres de }, depuis 


a1 jsaua A=i, 


Je suppose alternativement 
z —= u(cosy-+y-iIsing) et x —= u(cosp— y-1sing). 
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Cela donne 


[(ue' 9-1) — 4+2a, u” cos Ip -- y—1 SZ a,u’ sin kp, 
- Da,u cosip— y—1 a, u siniy, 


fuer’) = @,- 
ei on trouvera, en prenant successivement la moilie de leur somme et de 


leur difference: 


. / _ — a z £ x 
te” ")-rf(ue y/ ) = m-+FIa,utcosip, 
m 571‘ uerteV =) 4 fuer’) — $a,utsin kp. 
Je fais pour plus de simplieile f(we" yV- )=f(w, y)+-y-1f;(uw, p), Fuer") 


— f(u, yJ—y-1if;(u, y). En substituant ces ss dans les @quations 


preceedentes, on oblient 


fı(u, p) 


\ 


a, Sau cosip, 





f; (u, y) = Za,u‘ sinig. 
On trouve facilement de la m@me maniere: 
Ulf, y-4y)-fılu, vg: = re hp cos ip", 
Doc p--p)+-Rw, —y-+Y)} = Fayutcosipsinig', 
1 / 
. . | 3 . = < 
371 Ihluw,gy-+y)—fı(u, p9—yY — FIa,u‘ sinkp sinkp. 


Si le developpement de fx est convergent pour des valeurs de r 
entre des limites quelconques, les series derivees le seront @egalement, si l’on 
attribue au module # une valeur quelconque entre les memes limites. 


I. 
Supposons la fonction fx developpable suivant les puissances ascen- 
dantes de l’argument x, de sorte qu’on a: 
f£ = W-+a,r. 
Je dis qu’on pourra exprimer les coefficients «, par des integrales definies 


En effet, on aura 


1 {fuer fuer Y-D — 4 Ia,Wcosiy, 
1 +pV- te EN 
3, /(ue't N) f(ue-rV Y— Fa,usiniy. 


Je multiplie les deux membres de chacune de ces &quations, la premiere par 
cosipOy, la seconde par sinApög, et jintegre entre les limites 0 et . 
L’integrale du seul terme cos Apög et sin’Apögp sera differente de zero, de 


sorte qu’on a 
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n ne , ( / 1, | * V 1 5 1 a N ‘ \ 2 
(1.) fl (wer fuer’ N cosipog — auf oosigög—hn a,u, 
o 0 
y en ’ [/ +4 V-1 y —( v-ıı) Er, N 1 u ) nn ji 
(2.) 9/1 tue”? )—f(ue „ssnApop=a,u' [sin Apyoy=— 47a, U”. 
y—is I 
Ges equations auront lieu pour toutes les valeurs de A, excepte la premiere, 
qui dans le cas de A=0, se reduit a 


. ij 


I i 
3) 3er) fer’ N}ög — 7, 


0 
On s’est servi de ces equalions dans la recherche de la valeur d’un 
grand nombre d’integrales delinies; car si le developpement de fx, et par 
‚suite le coeflicient @,, est connu, on connait aussi la valeur de l’integrale definie. 
Ceite parlie de la recherche me parait pourtant assez sterile, puisqu’elle n’offre 
qu’une methode indirecle. 
Supposons la fonelion x developpable suivant les puissanccs ascen- 
dantes de x, de sorte qu’on a: 


"/ ( fi; ii 7 2 ab / - 2 „ 
LI Puerr! )--Pluerr/ Y — b,4 bu’ cosip. 


. . 2 | I v2 Le V-ı } / K un v-i ) « ... v 
Je multiplie de part et d’autre par |f rasli Me” 7) 0, et jinlegre 


entre les limites O et :; cela donne en verlu des &quations (1., 3.): 


SU rer rer 


0 


ne” Eee Eee v) n 
hf fe ) Hfize ey 
0 
ze ( » . 
-8b, wf rc e' -- = e' ’-) cosipügy 
0 


— n(Ra,b,+ Za;,b; a). 


Si, de la m&eme maniere, on multiplie les deux membres de l’@qualion 


374 IP (uereV N) — P(ue-s/-) — Sb,ursinäg 
1 \ f E ur v-ı ’ = u y-ı ! en ’ . \ . . 
par 777 ze" )Ie ) 0y, et qn’on inlegre entre les limites O 


et zz, on lrouve 


ıl Yp/yerpV- Sao —9V-1\ Fo +py-1 (FE -yV-1\ 97 
— ı/ ı Piuer?" 7) — Plue?' )| If errr—f 7 op 


u 
0 


> 


| Ad r / 
- ER URE By L I > Zrh rg V BEN, | me » 3 ee * a n | < ji 


0 


3 
u 
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Les equations precedentes offrent l’enonce du suivant 
Theoremel. Si l’on connait les sommes fx et x des deux series 
u MC HG +42 a,0°- etc., 
4, +-b,2+b,20°—-b,2° 5,0" ete., 
la somme de la serie 
2a,b,+ab,0 + 0,0” + a,b,0° + a,b,x* + etc. 


sera determince par l’integrale definie 


2 fr r ; P 
0 « ur \ 
/ N 9) ra Mög; 
0 


ou bien, en supprimant le premier terme 2«a,b,, par celle-ei: 
-f" ©: ) | . 
— (—,p) Pu, Y)Oy. 
ar I: Azur p)0Y 


iv) . . ww‘ . * 4 . 
L’argument 4 est arbitraire, sauf d’etre tel que les series de r&) et Pu 
rt 





soient convergentes. 


Applications. 


A. Pour trouver la somme de la serie 


1 1 2 2 4 4 


3 3 
2 + (n)(m)c-(n)(m) x’ -- (n)(m) x? + (n)(m)x*-+ etc. 


dans laquelle (n) et (m) dösignent les coefficients binomiaux de lordre p, 
on fera 
(u) = (14u, > — (1 + = 
(2 u 
et on obtient 


P(uetrV =) — (142ucospy-u)”x 


\ 


1+ucosp 


1--ucosg 
vi+2ucosp-+ u?) 


yvi+2ucosp+ uw?) - 








‚cos n(arc c08s— )+ y-1sinn (arc c08 = | . 


[x 9) 1 u; En 
— — (wW—-2rucosp 
r(: u ( l 05 p+x ) x 
U+2C0oSsp u+xcosp h. 
vu r2rucospra Vu +2rucosp+tr”N" 
donc la somme de la serie proposee sera exprimee par l’integrale definie 


44 2weosg-+w)" (u +2rucosp-- a)!" x 
0 








Jcos m (arecos— )ty-1 sinn (are c08s—= 


um 


1 n= UcoSsp u +x COSY ) dg 











cosn (are c0oS = 


vi2ucosp+ u‘) ) Bon (arccos PER Ve +2rucosp+ x’)- 
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ou bien, en retranchant de la serie le premier terme, par celle-ci: 








® fi >\ı1, Ir 
EA (1--2ucospy--u)”(wW--2xrucosg Le)" x 
O 
Ä + cosc i utrcosg . 
sin n(arc COS — —— f - ) sin m (arc cos =— - Er r - )ög. 
v(l-+2u cos g-+u”) vu + 2ru cosp-+ .r?) 


Posant 2 =u=1. ona 


In n+1 ?7] r j 7 Aa z ’ 1 ı 2 2 3 $ 
e- / cos" "zpcosing cosimpoyg—=r--(n)(m)-+ (n)(m)--(n)(m)-+. etc. 


0 


B. Pour trouver la somme de la serie 








er l er . 1 x° 


sin.r 
on fera fe = —— , Fr=cosr, ei on aura 
Be 


BT a 
sin {Tr sinp)| 
u 








f { 
Pe! | LUD mm ' 
/ \ 7 P c0SgY > y —1 sındy I y 
x 
u, Bu 4 , k I n sing ee) [> 
a cosy— y—i1SınY, (€ = sin cos) 
Be; 
L { } ru — sing T BR \ 
+-y—1l\e —e cos| cos y) 
done 


3 
— — sınp 


ı( 9) ler" sin(: +2 eosp)—e : "sin(. S )E 
I\7> 4 u ii; a 5 A A - cos f 


De la meme manicere on obtiendra 


P, u, f ) RER: ' (e -ısın op es a sın P) cos (u cos f)s 


| 


done la somme de la serie sera determinee par l’integrale definie 


9,7 x i 

7 / using —using\ \ Tz sing sin (. ı 4 008 ) 
>— (IE )ie + — C0$( 
2 AR \ i | f ı U f 


ee % 
— —— SINn F 


a x i m 
—e“ sin (4 — — c08 p)) cos (wWCOSsp)OY, 
ou % est arbitraire, en exceplant les valeurs O et &. 


L’integrale, multiplice par une constante arbitraire, sera une integrale 
particuliere de l’equation differentielle 
A 


0 | YV 


oy 
-A2=— +2 


= —=U. 





0° 
or’ ! Ey a 88 
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P-73 7 


C. Posant fr = np naeh; “es. —=1 ei 
—.L 
nic 1 a 


Ds 


sing) 











IE af “ 2 
/ (— 0! see = _ - - = O — 
u v— rcosp— zy—1sing WP—2rucosp- 
done 
u — 1 C0S( . h 
ag / ! (PB ue' } vn. PL ne‘ s u) 5 ve / —f p on ) Pr m Pr : 
Te u“"—2 ru cosp+r” 
[4 
transformer la fonction Pr 


peut servir pour 


ariable = n’entre plus sous le 


expression qui pour 2 <Z 1 
dans une integrale deflinie, ol 
ne 7; ce qui pourra eire ulile dans quelques cas. 


argument 


D. Soit propose de sommer la serie 





ee SE... 
oe DE = "argpt 2% DXL2 12.6? re eilt 
l’on fait 
ı;:3 ns | | 
x” “ > u ce’ - eic. — 
| y(ii—.r?) 





fe = 1442 + 


la somme de la serie sera exprimede par y: n(= wo. -,y)fılu, p)oy. Posant 


























>) >75 
r —— a°, lintegrale se Iransformera en = Ihw,gy)Vogp. Orona 
0 
fr pepV- nn — __. YA—x”cos en +.r : Jan. sin2y). 
Ki ua , yıl . r"cos2p- ve y—A1sin: 2) er v(i—2., 2 cos? - Fan 
ER ' y 2008 2p+ a" /—1sin u (d—a Be. 2 zw - Isin2p)} 
h\#, 9) — 3177 Years | ni — 
y\ — ?2r cos2p- ) 
1 Euren 2) i » 9 ‚4 
1.9 VYÜ "cos2p r vi —2. °cos?p-t-.r‘)) 
2/* wTo aan ae r*) Be. 
done on obtient 
7 = E —.r “cos2p Ge al 
) a; D \\2, Ä aa R re ee l } 
F hp) f Be } OP - H4/ 7’ ans, pe power 
I J —_ ?c082p- TX J v(il—x.r7C0S<G e; 
La premiere de ces inltegrales est reduclible ä 
2tangp 
fi ‚arcelange = ———— ; 
„* un 1— 2° —tang "op(l-+.r” 
2tangc .. Pe 
er — different, aux limites 0 





les deux valeurs de arctang — - - Ä 
i 1— u" —tang’p(l+ a 

done Fintegrale est independante de .w; et si dans 

veritable valeur. 


31 


‘) 


et ıı, d’un multiple de 2, 
l 


=, on trouve 477 pour $ 


l’integrale proposce on fait x 


Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLIT, Heft 3. 
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La reduction de la seconde inlegrale est assez facile.e On obtient 


/ dq er Pa al; # I oWw 
J vi—2r’cos2p+x') u. yvA+r’)’—4rtcos’p) ‚vdr ?)? — 4,r”  sin?aw)) 


1 
_— 
) 


t!rı oWw 2 2r 
” dp ı\2 .: D, ae 
u Ey) 12° 12% ° 


yd +2”) (1 u: a sin“ au 


en designant suivant Legendre par D, la fonction elliplique complete de la 











premiere . On aura alors 








> 2. 1 1 32 1 ar 52 
Y \ . .* BR 
or. -D,( — 21, HL 210 I gel ee. 
7 12777 Der Age > ep igpar Tel 
Ol bien 
> D./e\ 1 1 22 1 a2 rR% 
D.- “Y.%4 ) .u‚ .e) Bi 4 } 
en (—) — 1+-. + — 2! + — —_ 2° etc. 
aita) \1-r E\ ET | 


1. 
Soient »» ei n deux nombres enliers. qui n’ont point de diviseur 
commun.  Mettant dans les deux series 


fu = a+2au e Pr = b,+38b,e 


‚m 


| a Aa 
u" a la place de « dans la premiere, et —- ä la place de x dans la seconde. 
u 


on aura 


x ym Y N / m 
f Bere << art. U \ RR EN \ 
u") = w+Za,u”r, PV—) = b+- El i 
I\ ei Z, H / rt 7 


Si a ces deux series on applique les memes consideralions qui ont servi a 
lablir les equations (1,2, 3.), on aura 


l EL P ın I-m« fi. P n m P-, \ > « 
L / h pP f- e 16 y I x N) pV )} cos JNMP og — 4 7 b; ger’ 
Si done on multiplie les deux membres de l’@quation 
. n I. nt F.: } », > ET / . —y 2 N 2 
fur et" N) fluremr’ N — a4 3a,u" cosang 

1) f / a en V_ı . ; Ri he a V-ı } « - . b) . 

u er A De Pi EN ‚cp, el quon inlegre ensulte entre 
Bu / t 

les limites O et , tous les termes de l’iniegrale 


N 7 | / r m idee V- ’ BR fi 4 Be iu 0a ee V-ı ! 7 2 
Earl )omange 
/ | —) e | & € | cosAngog 


s’evanouiront, exceple si An est egal a un multiple quelconque de m; ce qui 


aura lieu, si 4 est un multiple quelconque de mr, = Am, dans le cas suppose 
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| 


| 


23. 
ou m et n n’ont point des diviseurs communs. Done on aura 
”o. f / ö w ut rc m 2 x rm 
N notnV-I\_| at ori V-ı ) rn FImypV-ı (2 yongV-ı 0. 
ıf u 6 M wu 6 1,7 I 2. I r „ ' ey 
| . r m z / Ih - x m 2 
LOSE Orr 
7 % 
OÖ 
Pr ı\m / ı\m 
| =, imn \ 2 4 ıpV —1 ı = (=) —-mpYy—I y > 
re u Bl Dtmy sell ae 
— A,m f ‚7 ((£) 2 ) 7 ( - e cos Amngp og 
VO 
= Arab, + n Za,,bn*”". 
Il suit delä le 
Theoreme II. Si Yon suppose les fonetions fe et Pr transfor- 
mables dans les series 
u ME-REGE+a,r°-+ etc., 
- etc.. 


b 7 b,x - b,.x0 —- 2 | b,.x" 


Iimn | ete. i 


% 


Gn0,20" 


| 


ı somme de la serie 
7 | d;, U l 


2a,d,--4,0,20”" - 
dans le cas ou »n ei n n’ont point de diviseur commun. sera exprimee. 


‘ 
c 


par lintegrale definie 


2 or : j / x m 2 
—f (WW, np) 7, ((#) r mg) Op. 


? 


Application. 


Posani fx = wre“, on aura 
® N pn V I‘ u” cosnop f (a? ci \ N - aan a 1 
fwer)) — ee %P fcos (u sinny) -- y—1sin(w"sinnp)}, 
=)" osmyg j Kg” ’ e .” . } 
ycos( —, sinmp + y—-1sin m Sing )| 


2 


P(() e"r r-1) — „\ 


urn om4 n) 


= u”*", et [(p)=1.2.3.4. etc. (p—1): 





el en posani 2” = 
yrim+n) 


% Yu 
' I(m+1)I(n-+-1) 
e | eng os) Co (u"sinnp) cos (u" sinmp)Oy. 


urr(m+n) 
- I(2m-+1) I (2n-+1) * Im +1) P’(3n-+1) 





2 
31“ 


7U 


-_— 
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II. 
Soit la fonclion vw. du theoreme N TIBE. —t4 nm | „mL zamL ate 
Soit la lonc eoreme (1. = =1+2" 1.2” +2”" de, 
de sorte que ,—=1, b„—=1, b,„—1, ete., tandis que les coefficients b,. 


dans lesquels lindice 4 n’est pas un multiple de »», s’evanouissent. Dans ce 
cas on aurfa 
BE l 1 — u” cosmp + y—1u”sinmg 


a 0% v 1 - u DEE ee — 3 
\ue Mreugs | mpne | | Mc er | ),,m wi 
| u” cosmp — y—lw”sinmgp 1 — 2u” cosmp + u?” 











done le theoreme (1.) pourra etre modifie comme suit par le 
Theoreme Il. Si fir est transformable dans la serie 
U EHE HC etc. 
la somme de la serie 
Ä 


2a, % 1/7 2" I Aym a - 2 A; m ee T eic. 


sera determinde par linlegrale 


2 / f [= ) 1 — u" cosmp j 

Fe 5: ( x > C( , 

7. I\u’ / 1 — 2u”" cosmp + u?” P; 
#) 


ou bien par celle-ci: 





u” sin mp . 


2 & (& ) 

- . ( een tz (OD 

Te R\7 2, 1 — 2u” cosmp u” p; 
0 


ou % est arbilraire, mais <1. 





Applications. 


A. Posant fe = (1-+ x)", on obtient 


2 ” u+.rcosp 1 — u” cosmgp 
— COSsR\arc cos = >15 oa 9 ,,m Im 
zu, vu’ +2rucosp+ x") /1—2u” cosmp+ u?” 


0 








Im 3m 4m 


x(W-+-22ucosp-+ x)" op —= ?-(n)2”-+(n)xc”" + (n) 2” (n)a*” - etc. 


Pour 2 — u l’integrale prendra cette forme plus simple: 








In +1 pr 1 — Mm cosmgy n 1 1 z 
Er ya vr m 008 23PC0OS2NYOY, 
Te 1 — 22” cosmgp-+.x? s u 
0 


ou il n’est pas permis de faire = 1, mäme si la serie ä droite est con- 
vergente. Pour 20, on obtient le resultat connu 


fen # k rL 
/[ ewos’tyeosinyöy = z' 


1) 
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B. Pour fe =e*, on a 


% x . 
2 / " A1—u"ncosmp ER (& Pr ) . 
wi BB cp 
aJ/ 1—2u”cosmp-+ uw” u / / 
[0 








Y > 
a +m 3m 
4 mn U N} ) 





4 | | 


 Sm+l) T I\2m--1) ® I(3m-+1) | eic. 


IV. 
Il sera facile d’exprimer la somme d’un nombre determine de termes 
d’une serie par une integrale definie. Pour cela on posera dans le Theor. (1.) 
1— u” 


u — —— — 1u12W-w- etc - u" 
1 il | I l | | 


de sorte que 


b, == b, = b, = ec. = Mn. o b „= B; == Me ei 


r 


Gela donne 


1 — u” cosmp — y—lıuw”" sinmp 





a ") zu 
q 1— ucosp— y—l«sinp 


el par consequent 


?,(u, y) = 


1 — u c0osp— u” cosmp+ u”! cos(m —1)p 
1—2ucosp+ u 





De la on tire le 
Theoreme IV. Si fx est developpable en 
4 +24 a,2°-- etc. 
la somme des m »premiers termes, savoir 
m—1 


A, CHE etc. Am 


est determinde par lintegrale definie 


I; x ) 1 — u cosp — u” cosmp + u” tTcos(m—1)Y N. 

—, ( O0 , 

= u. / P: 
0 





1— 2ucosp—+ uw 
ou % est arbilraire, excepte d’etre zero. Pour #—1, lintegrale prend 
la forme plus simple 


Be. © 
I. fı(&; 9) 
0 





1 — cosp— cosmp-+-cos(m —1)p 2. 
sin’4p Fr 


La m&eme sommalion pourra &ire execulce plus simplement comme suil. 





ce 2 (” sindbpcosap - ; Di . 
L’integrale —f e F öp est egale al sid est = ou >au, mais zero 


0. 


si b est <a. 
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Si on multiplie les deux membres de l’equation 


2 1 ( / - —1 nv r n 
Ltf(wetr’ )--f(xe PV- )} = m,+Za,rtcosig 
2 sinmg 
par — ——-(gp et qu’on integre ensuite entre les limites O et o, on obtient 
71 Y 





” 5 2 / sin m« 
tyV -I\_|_f/»o9V N f TR 
ff ze’? ,, f(xe ER 


Ye # ‘ »% . 
sinmy -« : Me 2 - cos/gsinmop . 
af hun DE p- rar f f f Op. 
gt ( ; 7 
u p £ p 


Te. 


to 





Mais Fintegrale s’evanouit si 4 est plus grand que m, donc on a 


( V | j » BT, 74 1 1 sinmg - FE J BER 2 | . ‚m 
7 )+/(xe” Aare OP = U-MCHmE+a,c’+elc. + 4,4 


En remplagant »» par m—1,. el en retrenchant le resultat de l’equation pre- 
cedente. on lrouvera 





| Ni / sin(m — I) — sinmp 

®; 2 oY-l Y no o9V-iI\‘ ° „m 

P ” (& € , )- HM; e F Ö a . 
7. /‘ I)r/ / f f 


Au moyen de cetle inlegrale on peut exprimer la somme des series des 
theoremes (1, II, 111.) par des inlegrales definies prises entre les limites O et x. 

La meme inlegrale pourra servir a trouver la somme d’une serie double 
Si 


lin elfel, si l’on multiplie les deux membres de l’@quation 


| ’ / » — 2 . 5 
27/1 ıf te 2 —f (ce”I u} er d; =" sın 4 
or | O6 nr . in 
par — | Pluett’ 1 Pluerr’)) —, et qu’on integre ensuite entre les limites 
7T ö (p 


) el x. on aura 


’ > ER eI y-l \' j WJJ / +g V-ı\ u Us / —4 V-ı \L og 
2ay—l / an (ve 17 (ue ) r #\ue Io 





==> 27 PV-t\ | sin Ap ot 

- Z4,%X /; P(uerr’-)] - Blue V- 9}: Pop 
Fr 5 

0 


Or, en represenlant les coellicients du developpement de Fu par &,. eı. 


&,, etc. Fintegrale du dernier membre est egale ä 


Ä 


re, - U +, Wu r etc. + ” u). 


Cela donne le 
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Theoreme V. La somme des deux series 


fe = +40 +@r + 4,2” + a, etc.. 
Ye = u +,Cc +24 02° + 0,0*- etc. 


Li 


elant connue. la somme de la serie double 


a,& (0, 0,%) 
+02" (0,0, U + 0, U) 
4,20 (A, +0 U U 4-0, U°) 
+4,20. (0, +0, u ou + o,wW- o,u*) 


ele. 


2 17 
* r u. r rg . - » > \ O( 
sera exprimee par liniegrale definie — Sf, y) Pu, p) 7 
0 


Applications. 
Pour trouver la somme de la serie double 
ad,x 


! 
l 


4a.) 


A 
| d,X 1 y2 y) 
u + ) 1\ 
rse(l1—44+3—» 
+ eic. 
on fera Fu=log(1--u), et on aura Fu, g)—=log(1--2ucosy-+w). ce 


qui devient,. en posant «=1, egal a log(4cos’Iy); done la somme de la 


serie proposee est delerminde par lintegrale definie 





2.52,  loo(4cos’ıo), 

- (dp) ei Tr dp. 
Te P r op 

0 





On trouve de la m@me maniere que la somme de la serie double 
4, % (A, +1 U-+0,U° 0, W -r ec. -— u") 


"r@& 2 (0, 0 u- 0% u 4- OL; u - - elc. 0...) 


‚2m 


3 2 | 31 u 
+42, ta go W-tete 2.2.2222... 10, u 


m 


4 elc. 


l 


. ‚ .. r ‚ r 2 = z oO( 
peut etre exprimee par l’integrale definie Sie, p) P,(u, np) = 
0 
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, 1 | l -_—— 1 4 _ { . Be? h \rmn 


/ 
4% (1— 


De 


DI 
— 


| 4 
1—444—ele. 2... +1)" ——) 


2m 


u 
— 
— 


w 


Ä | 1 
a, (1- ee 3 — OO Sa uno — (—1)” =—) 


3m 
eic. 





2 /k« ‚ log(4cos’4mg) . 
zZ er: i - U, 
.. (5 $) r f 
0 
V. 
Si dans l’equalion du theoreme (1.) 
ı ZSPHi/2 I, u Fin / ‚ 
en "4 nd rpVY-1i\_| Ze ud IW, -pY-1 IL —pV -ı\) «d 
af Wo ) | I\ze (ıFiue )+ P(ue ),0g 
u 2 a,b, r Za,b,2* 
on fait alternalivement x — zet#/-1 et — zge#’/-!, on obtient, en prenant la 
demi-somme des deux resultats: 


) / ii’ 2 af JB u [2% N 
f * (y+y’)Y-1\ le LI o-(y+Yp)V | ( Hop—-p)VY -1)\_ (- —(y-p’/)yYy -ı NW 

Pe er u an Es e7 MR m —ep e 

Ir. / u /II\ ee: / % / T A 


) 


2 r[ 2 { 
& ue 


# 


fe Blaro= 9 V IN A m. \ zo > 
J 4 ue / 7 Of — 2 a,b, 5 W — q; b; no COS 4 ° 


4 
IN 


\ . ® be) \ Y L L.rnt 4» KL N / ! « 
En multipliant de part et d’autre par j# (Ze es 9er € er’ 3 0, et 
et inleerant entre les limites O0 et 7, on trouvera 


z di / If (9449 tl, op), F,(u,g) F(Z, y')ög og 
I I 7 7 2 


— 2" a,b,c, - Za,b,c,x, 
ou Von a suppose Fr—= +40 +92 2° etc. 
Ges equalions donnent le 
Theoreme Vl. Si les trois fonctions fx, Pr, Fr sont develop- 


pables en serie ascendentes et dont les termes generaux sont a,, b,, « 


la somme de Ja serie 


ı» 


2 ab,c,- a,b,c,X- 4 b,6,2° + 4,0,0,2° + etc. 


est delermince par lintegrale double 


2// f \ 2 4 | )+NhG; p p')\ Pu, PH, y')ögp Og, 
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. 


Les trois arguments = u, —, sont arbitraires. sous condition que 
leur produit soit egal a =, et quils rendent convergentes les series /, F et F\ 
L’integrale cilee est assez compliquce, ce qui vient des deux arguments 
arbitraires @ et & qui y entrent. Elle pourra etre ecrite de 24 manieres dif- 
lerentes,. en permutant les fonctions et les argumenis. 
Application. 


Pour trouver la somme de la serie 
3 3 


1 1 ı 2 2 j 
1-/- (n)(m)(p) + (n) (am) (p)-- (n)(m)(p)-+ ete.. 


on fera (er =(1-+ 2)", ?Fr=(1i+82), Fte=(1--x2)’, et on aura 





(2 N 1 END & ’ Be 
IP EP) wu TRzuUcos(pyty)TR, 
% cosm(arc COS — re) ) 
Yar Na re (g+g')-+2?) 
| 4 ia 1-+ 1 cosp N 
F,u,y) = 41--2ucosp-- wu" cosn (arc ee Hindi ARE 
v(l+2ucosp-+ uw‘) 
1 er | 2);5p 
# ‚y)=— [2’42200c0sg Tray 
37x COst 
Ze cosp (arc 05 = 7,5757 T Fran: ) 
v(z"+-222c0sy' + x”)/ 


Posant = u =23=1, on aura 








+1 
ff cos”4(p-+-g') cos" Lop cos’Lp' cosim (p--y’) cosingp cosipy’ Oöpög' 


2m In 
Pr —— 5 f cos” 4(p—y') cos" Lo cos?Ap’ cos Im(y—y') cosing costpp' Op og’ 


- 


[2 


— 4+ Z(m)(n)(p) 
Utrecht 25 Mars 1848. 
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21. 
Vollständige Auflösung der eubischen Gleichungen 
durch die Methode der Wurzeldifferenzen. 


(Von Herrn Dr. Otto Eisenlohr zu Carlsruhe. ) 


$. 1. 


Man hat zur Auflösung der cubischen und höhern Gleichungen ver- 
schiedene Wege eingeschlagen. Entweder sind sie aber zur wirklichen Be- 
rechnung der Wurzeln in vielen Fällen unpassend, oder die irrationalen und ima- 
ginären Wurzeln können nur durch Näherungswerthe dargestellt werden. Durch 
die Methode der Wurzeldifferenzen dürften sich nicht allein die eubischen Glei- 
chungen vollständig auflösen lassen, sondern die Methode dürfte auch den Weg 
zur Auflösung der Gleichungen vierten und höhern Grades zeigen. Soviel 
mir bekannt, ist dieser Weg noch nicht versucht worden. Zwar hat Biutherford 
(Vollständige Lösung numerischer Gleichungen von Dr. Wil. Autherford; 
aus dem Englischen von Dr. Aug. Wiegand. Halle 1549.) ein ähnliches 
Verfahren aufgestellt, allein die irrationalen und imaginären Wurzeln werden 
so ebenfalls nur durch Näherungswerthe dargestellt. Da das von mir ver- 
suchte Verfahren an der Auflösung der eubischen Gleichungen am deutlichsien 
vezeigt werden kann, so will ich diese Auflösung zuerst mittheilen; die An- 
wendung der Methode der Wurzeldifferenzen zur Auflösung der Gleichungen 
von höheren Graden aber erst später nachfolgen lassen. 

Der Kürze wegen werde ich bekannte, oder leicht zu beweisende 
lwehrsätze ohne Beweis hersetzen und bei andern, wo es ohne Undeutlichkeit 
nicht thunlich ist, die oft weitläufigen Umformungen gröfstentheils weglassen. 


I. Allgemeine Eigenschaften der eubischen Gleichungen. 


$. 2. 
Kine vollständige, geordnete cubische Gleichung wird durch 


1) fe = 21 ArH4Be+C = 0 


D) 


vorgestellt, und es kann angenommen werden, dafs die Coöfficienten A, B und 


C ganze und rationale Gröfsen sind. Dann müssen auch die rationalen 
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Au % 


Wurzeln der Gleichung ganze Zahlen sein, und wenn zwei irralionale odeı 
imaginäre Wurzeln vorhanden sind, müssen sie die Form p —g.yr und 
p- g.yr haben. 
Man kann aber auch setzen 
(2) fe=(a-+a)2-+b)(2-+ 06) 
—= 2a -+b,+c)2°+(a,.b,- 1.6, -d,.6)2-+a,.6.6 0, 
so dafs die Co6ffieienten einer eubischen Gleichung 


kp) 


9.) A=a+b-+c, B=ab+u.u+b.0, U=a.b.c 


sind. 


Jede ceubische Gleichung hat drei Wurzeln, 2= —4a, & —h. 
2 — — 6; und ist ,=Öb, oder ,=b,—c,, so hat die Gleichung zwei 


oder drei glerche Wurzeln. 

Ist eine Wurzel x == — a, der Gleichung bekannt, so kann die Gleichung 
durch #-- a, ohne Rest dividirt werden, und der Quolient ist eine Gleichung 
zsweilen Grades. durch deren Auflösung die beiden andern Wurzeln gefun- 
den werden. 


$. 9. 
Nach der Cardanischen Formel wird eine Wurzel der Gleichung durch 
43 3 
ie i /n TREn IA 
(1.) = —yA- ie ie 341- . 
ausgedrückt. wo 
a . l Zn \ 3 _| 1 2\ en | f a. 2 
(2.) t — 4b Ya 46°). w—= + 45+ yY(a!ra° - 10°), 
a—= —44’{B, b — 2,4’—1A.B-HÜ ist. 


Um die Form der beiden andern Wurzeln zu finden. setze man 
’ 


3) 2©°-+-4A8+Bae-C= (2-+14—r)(2--p—g.yr)(2-4p+-g.yr) 


ı } 


und beachte. dafs 

vxw— „ua, also a = 3./(v.w) ist. 
Setzt man hiernach die Coöfficienten A und BD der Gleichung zusammen. so 
ergiebt sich 

A = 3A—rnp—g.yr4p+g.yr = 3A—rı+%p, 

mithin 

(4) pP = 44-+Ar, = 14- 4-Yo—y w). 

Zur Ermittlung von g.yr dient die Gleichung 

B = (1A—r)x(p—g.Yr)+4A—r)X(p-+g.Yr) -Hp—g-Yr)Xx(pr4:Vr) 


BE 1 al BER V. 2 2 zm2 2, 
— %yp.4A—r)+pP—y.r = 12 — ir gr. 
32 * 
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Daher wird 
3 3 
gr=}4-B- ii —a-}-(o— yo) 
° 3 3 a 
=—). (v. ww) . i -(J v— yw)— — 4. (yo-+ Yıs)'. 
oder 


3 3 


(9.) g.yr = 4yv-yw).y—-3 = 1ir,;; 


9 3 / 3 
(6 ) r Ar-+Br-C = (e-+ 14 Yo + ya) 


3 E: - 3 
x (a 4+ 4444 o— yaw)—h(ye + ya).y—3) 
Due 3 ne 3 3 
x(2 73443 yo —yw)+4(] re 


\ 
HHA—n)Xa+IAH Un —Nn))Xle + A+ Hr - 


$. 4. 


In einer eubischen Gleichung können sein: 





I. Alle drei Wurzeln reell und ratonal, und zwar 
I) Alle drei Wurzeln gleich. 
2) Zwei Wurzeln gleich, die dritte verschieden. 
3) Alle drei Wurzeln verschieden, von der Form e, e--2, c-+2z. 
I) Alle drei Wurzeln verschieden, und ohne besondern Zusammenhane 
II. Eine Wurzel reell und rational, die beiden andern 
5) Leell, aber ?rralionat. 
6) Imaginär. 
Ill. Alle drei Wurzeln @rratonal, und zwar 
7) Alle drei Wurzeln reell. 
S) Eine Wurzel reell, die beiden andern zmaginär. 


Il. Entwicklung der Methode der Wurzeldiflerenzen. 


Ks ist 
fx 2 - A@’-+-Bax +C —( — +4)(2 + b,) (a - Lc). 
also 
A= a+b+c, B= 4ad5+a.6+b.0, GC = 4.5.6. 


Selzt man 
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so ist 
(1) fe = (e-+a).(e-+4+0). (2 +a-+0,-a;) 
—= (+4) + (2 +0) (c+a) +99 +a,).(2 a), 
oder, wenn zur Abkürzung 
2) 20-4, —=e und (0-4) —= / 
gesetzt wird: 
3) fe = (eta)+te.(z-+a)-+P(e-ta) = 0. 


Durch Einführung dieser Werthe von d und e bekommen die Coöffieienten der 


Gleichung folgende Form: 


(4 2. u, -—- 2a; 4; — 3a, | Ü, 
(4.) 'B Er neen 3u--2 “HL. (2a, - 5 dt; ) — d,.(- 4.) we - da - 24,. 1 L-+- 9, 
I \ . = I I 
Ä) Br > ‘ ) | / [ \ j h | ei 
Ü — a, rd. 2a; u d;) 4.4.74) = AM, + a,.0 | 4. P. 
Da r—= —ay, ist, so folgt hieraus 


5.) «a=3r+4, P = 32”+2A.2+B. 
Daher ist 5 das erste, « das sd Differential der Gleichung. 
Durch Elimination der Gröfse «a, aus (4.) erhält man folgende zwei 


Gleichungen für « und | 


“= [. B= —le +9 = —ıa-taa,- a), 

(6) b —= „4A’—1AB-C 
| — ae — al (— 2a — 35.4; -- 3a,.05 + 2a;) 
— al, (— d,- - A;, (2a, - ® - d,) (4, 4 | - 2a, 


_ 


\ 


Aus diesen beiden Gleichungen Kia die Gsößsen 0 und P BEER ingie 
dargestellt werden; nämlich: 
(7.) lo)’ +a-tla+b — 0. 
Dieses ist die reducirte Gleichung. und sie entsteht aus der vollständigen 
Gleichung, wenn darin 
en l 
En „4 
sesetzt wird. Für 5 erhält man 
(8) P°+3a.P— (da +27) — 0. 
Bildet man die Gröfse 4«°--270° aus (6.), so ergiebt sich 


(9.) ya -- u —= — Pa —4P) = — a... --4,). 
He = — 45a... +a;)). 


Die Hülfsgröfsen a, b und „ya’—- 15° sind dieselben. welche in der Cardanı- 
schen Formel vorkommen. 

Je nachdem man in der ursprünglichen Gleichung „== — «,, oder 
2—= —b,, oder 2= —.c, setzt, gilt die Gleichung (7.) für « = 2 + a,. 
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oder für = — m-+4a,, oder für e—= — m;— ?2a,, die Gleichung (8.) aber 
für 5 = (a, a,), oder für = — 4a,.a,, oder für # — a,(@ — a,). Daher 
enthält die Gröfse 5 alle drei möglichen Werthe von « und die Gröfse 
la’-- 276° alle drei möglichen Werthe von 5% als Factoren. 

Aus (6. und 9.) können auch Gleichungen für eine der beiden Wurzel- 
dilferenzen, oder auch für ihre Summe gebildet werden; was jedoch nicht vor- 
theilhaft ist. Eben so ist die Darstellung der Gröfsen « und ? durch die 
Cardanische Formel nicht vortheilhaft, indem, wie bei der Darstellung der .r, 

3 3 
immer die irralionalen Ausdrücke yv in yw vorkommen. Dagegen können 
die Wurzeldilferenzen « und a,. oder die Differentiale © und 5 aus den 


Gröfsen «, b und 44’ --27b° unmittelbar dargestellt werden; wodurch es mög- 





lich wird, die Gröflse «, nach (4.) zu berechnen und somit die gegebne 
(sleichung in ihre drei Wurzelfactoren zu zerlegen. 

Bevor dieses Verfahren gehörig entwickelt werden kann, ist zu unter- 
suchen, welche Formen die Wurzeldifferenzen annehmen. können. und wie 
die Formen der obigen Fdülfsgröfsen a, b und 4a’--275b’ von den Formen 
der Wurzeldifferenzen abhängig sind. 


$. 6. 

Die Form der Wurzeldifferenzen «, und a, hangt von der Beschaflen- 
heit der drei Wurzeln der Gleichung ab: sie können daher nach ($. 4.) wcht 
verschiedene Formen haben. 

Man setze die Gleichung 

fe = © +Ar-+Br-U=0 = (eta)c-+b)(c +6 

—= (+4) C++-9)C-+-4+9-+4;) 
und unterscheide folgende Fälle: 
I) Sind alle dree Wurzeln der Gleichung glerch, so ist 
sohn; lei; 
[folglich sind die Differenzen & = 0, a, —(. 
2) Hat die Gleichung zwe? gleiche Wurzeln, so ist entweder 


a—=b wd fe=(r-+a).(r-+c), also a.==0,. oder 
b,=c wd fr—=(era)(cerb), also ,—0. 
3) Sind die drei Wurzeln der Gleichung verschieden, hat aber die Gleichung 
die Form . 
» , N u ! N \ } | ‘ 
fv = (r-+4)(2+@-+ 2) (2 -a-+ 22) 


= (244), )E ++ 2m). 





1) 


6) 


S) 
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so Ist 
u, sei ae $, 

Sind alle drei Wurzeln reell und rational, aber verschieden und ohne 
besondern Zusammenhang, so kann angenommen werden, dals in der 
Gleichung 

fz = (c-+a)\c+a+0)c+-0-+0-+.4;) 

4+-G+,>a+rm und M--m>>a, 
sei; wobei auch das Zeichen von a, berücksichtigt und eine negative 
Gröfse kleiner als Null betrachtet werden mufs. Alsdann sind die Diflfe- 
renzen «a, und a, ganze positive Grölsen. 
Hat die Gleichung eine reelle und rationale Wurzel und zwei reelle 
aber ?rrationale Wurzeln, und bezeichnet man durch a, eine reelle und 
rationale Gröfse, so werden die Dilferenzen @ und a, ?rrational. Als- 
dann ist 


also 
u = P—-4.YVr, % = 2%g.yr. 
Hier sind » und g rationale Grölsen, aber yr ist örrational. 
Hat die Gleichung eine reelle und rationale Wurzel, während die beiden 
andern Wurzeln zmagenär sind, so erhält man 


. FL | \/o ! \ # ! } ) u‘ 
fr = (ta) + 4+P—g.yr)a + a+p+g.Yy—r), 
folglich 
& = P—4.YT3 4 = 2%.y—r. 


Hier sind a,, p und y reelle und rationale Grölsen, y—r ist immer 
imaginär, kann aber entweder ?rrational sein, oder für r —1 auch 
rational werden. 
Hat die Gleichung dre: reelle aber örrationale Wurzeln. oder 
Drei irrationale und darunter zwei ömagenäre Wurzeln, so müssen die 
Differenzen «, und «a, ebenfalls entweder ?rrational, oder irrational 
und zugleich zmagenär sein. Alsdann wird nach ($.3. Gl. 6.) 

fe — («+3A—r)@+3A+( m —r))(e4+3A+ rn 4 N): 
folglich ist 


Hier ist 
3 3 3 


| 3 
r, yv— yw; r, yo+yw).y—3. 


\ 


| 


| 


- | 
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$. 7. 
Krmittelt man nach den obieen Formen der Wurzeldifferenzen die davon 


abhängigen Formen der Hülfsgröfsen 


1) 


a —= — 15-444, 45), 
b = 24 —b--4;) (20, -+ 45) (a 2a;). 
la’ -- 276 —= — 9.0(%--4;), 
so ergiebt sich NZZ 
) It 2 =a==0, ode fr=(r-+a,), so wird 
om, De 0. 42T — 
Hat also die Gleichung dree gleiche Wurzeln, so sind alle Hülfsgröfsen 
oleich Null. 


Ist eine der beiden Wurzeldifferenzen,. entweder & =0, oder 4, —=V0. 


üL 
u 


die andere aber eine rationale Grölse, so hat die Gleichung zwei 
gleiche Wurzeln und es wird i 
Für , =0: a = —4a, b= a0, 4 + —0; 
a, LEHRTE —O. 


Folglich ist das Vorhandensein PETE ER Wurzeln daraus zu erkennen. 


Für ,=0: u=—-4a, Ib=— 


dafs 4 + 270’ —=0 wird. 
3) Ist =, also 
[ve = (+) +44 0)(2-+ 4- 2a,). 
so wird 
a—=—a, b=0, 4-276’ — —4aV. 


Die Zunahme der Wurzelfacioren um eine glerche Gröfse lälst sich 
also daraus erkennen, dals 4= 0 wird. 

4) Sind alle drei Wurzein der Gleichung reell und ratonal, aber ver- 
schieden und ohne besondern Zusammenhang, so sind @, und a, positive 
rationale Gröfsen und es wird a —= — 1(Q- a,a,+.a;) immer negativ; 
ferner b= ,1,(— m --4;) (2a; +- a;) (a, -- 2a;,) wird positiv, wenn 4, 4;. 
aber negative, wenn @&>>a; ist; daher giebt das Zeichen von 5b an, 
welche Wurzeldifferenz die yröfsere ist. Zuletzt wird 4@° + 275’ — 
— 1 .4,.(4, + 4) = —Uu immer negativ, aber ein vollständiges 
Quadrat. 

5) Ist eine Wurzel reell und rational, und sind die beiden andern Wurzeln 


reell und zrralional, so wird 


& = P—4.yr5 9 = %y.yr. 
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q 


Führt man diese Werthe von « und «, in die obigen Gleichungen ein. 
so erhält man 
a —ipfHslg.r), be pl pr); 
4-2 — —Ayırf — dr” = —uW.r. 
Die Gröfse « ist alsdann negativ, und 5 wird entweder negativ oder positiv, 
je nachdem p’ gröfser oder kleiner als 9y‘.r is. Für p=—=0, und 
eben so für p® = 9y’r, wird &—=0. Das Vorhandensein von zwei 
rrationalen Wurzeln ist aber daran zu erkennen, dals die Gröfse 
4a --270° negativ ist und aus einem quadralischen Factor @ und einem 
nicht quadratischen Factor # besteht, welche den irralionalen Theil der 
beiden Wurzeln ausmachen. 
Anmerkung. In der Cardanischen Formel ist hiernach die Gröfse 
Yale 40°) = Yros(—-W) oder yYıols(—wu.r) 
immer zmagenär, wenn die Gleichung drei verschiedene reelle Wurzeln hat. 
6) Hat die Gleichung eine reelle rationale Wurzel und zwei zmaginäre 
Wurzeln, so wird 
& = P—4.Y—r, 4; = 2y.y—r, 
also 
a—=—ypP gr, be pe tIf.r), 
I 7 = +4y.r(P— gr” = +ur. 
Die Gröfse « bleibt entweder negativ, oder wird posetiv, je nachdem 
p’ grölser oder kleiner als 3y‘.r ist: für pP =3gy’r wird «=0. Die 
Gröfse b wird negativ oder positiv, je nachdem p positiv oder negatin 
ist. daher entscheidet das Zeichen von b über das Zeichen von p; 
für p=0 wird d=0. Die Gröfse 4a’--270b’ wird immer positive und 
entweder, wenn #1 ist, ein vollständiges Quadrat, oder sie besteht 
aus einem quadratischen Factor %’ und einem nicht quadratischen Factor r, 
welcher den irrationalen und imaginären Theil der beiden Wurzeln bildet. 
Ist also a poseliv, so sind zwei imaginäre Wurzeln vorhanden: mit 
Sicherheit kann aber das Vorkommen der zwei imaginären Wurzeln nur 
daraus erkannt werden, dafs 44° +-270* positiv ist. 


Anmerkung. In der Cardanischen Formel ist hiernach der Ausdruck 
'f AN. re 2 
Ylara 746) = Yıos(W.r) 
nur dann reell und ratonal, wenn zwei ömaginäre Wurzeln vorhanden sind. 


deren irrationaler und imaginärer Theil y—3 ist, also wenn die Gleichung 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLII. Heft 3. 33 
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von der Form 
fe = (e+a)c +a+p—yy-3)e +am+p+g.y—3) ist. 
7) Hat die Gleichung dre: örrationale Wurzeln, welche entweder alle drei 
reell, oder unter welchen 
9) Zwei zmaginäre Wurzeln sind, so ist in beiden Fällen 
a = Ir, in, vn, 
wo r, und 7, die oben angegebene Bedeutung haben. Führt man diese 
Werlthe von @, und «, in die Gleichungen für die Hülfsgröfsen ein, so 
erhält man die identischen Gleichungen 
a—=ab—=b; Ua = A! -aNb — Le -R70R. 
Jedoch wird 4a’ -- 270’ im ersten Fall negativ, im zweiten positiv. 
Ilieraus ergiebt sich, dafs sich das Vorkommen der drei irrationalen 
Wurzeln, gleichviel ob alle drei reell, oder zwei derselben zmuginär sind, 
aus der Beschaffenheit der obigen Hülfsgröfsen gewöhnlich nicht zum Voraus 
erkennen läfst. 
$. 8. 
Die Auflösung einer cubischen Gleichung durch Ermittlung der Wur- 
zeldifferenzen geschieht nun auf folgende Weise. 


Die gegebene Gleichung sei 
(1) fe = x-+Ar+Be-C= 0 
(-+a)(2 +4,40). (2 -4+%-+0;). 


Man setze die Hülfsgröfsen 


\ 


2) a= —14-B= — 1a-+091-+40) = —4ae—3P). 
3) db= 44°’—1A.B-C 
— 37 (—4,+4,) (2a, + a,)(4, +2a,) = a: 217,(e"— 9/5) und 


(4) e-7T6 — +94(a--a;,) —= FP?.(a —4P) 


zusammen. 
Dann ist zu untersuchen, ob (olıne auf das Zeichen zu sehen) y(4@’--272°) 


rational oder örrational ist, und ob imaginäre Wurzeln vorhanden sind, in 
welchem Fall 4@’--275° positiv wird. 

Die Bestimmung der Wurzeldifferenzen «, und a,, oder der Differen- 
tale « und der Gleichung, geschieht durch Ergänzung, der Gröfse « zu 
einem Quadrat; jedoch ist dies nicht nöthig, wenn eine der drei Hülfsgröfsen 
Null ist, indem alsdann, wie später gezeigt werden wird, die Wurzeldiffe- 


renzen leichter gefunden werden. 
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Ist 4a -- 276° — — u’ negativ und ein Quadrat, so setze man nach 
(Gl. 2.) 
—3a— 4494,44 — (+4) —a, = S—3—(—m+4;,) +39, —d’-13z, 
also 
5.) —JIut2 = m+a’ = Ss, —au—Ir = (-m+M) — d’. 





Zugleich wird Ad + 27 U — — aa; + a,” = —z.s’, also 
oO | EEE, 
ü da’ + 270? — a? a? (a, -+a,)” ’ 
(6.) een — > — 7 um —°, 
— 3ua+2 (a,-+ a,) 


Daher ergänze man die Gröfse —3« zu einem der nächst höheren 
Quadrate, indem man eine Gröflse 3 zuzählt, deren Quadrat in 4 -- 276 
als Factor enthalten ist. Findet man alsdann durch die Division mit dem 
Quadrat — 3a +2 in da’ 275" den Quolienten 2’, so ist 2—=a,a, und 


—3a+z2—=s = (ma), —3a—Iz — d’ — (— M-+-4,)). 
wo d=—m--.a, ein Factor der Gröfse 5 sein mufs. Aus den beiden 
Gleichungen 

(7)  y-3a-2) = m,-+a, und yl—3a— Ir) = —m-+4, 


können die Werthe der Wurzeldifferenzen berechnet werden. 


Dieses Verfahren ist immer leicht, wenn die Gleichung dre reelle und 
rationale Wurzeln enthält, also @ negativ und 4a’ --27b’ negativ und ein 
vollständiges Quadrat ist. Ergiebt sich aber aus der Untersuchung von 


4a’ +-270° — Fur, dafs örrationale oder imaginäre Wurzeln vorkommen, 
so setze man nach (Gl.2.) —3« = «—3P oder 

(8) —3a+3P = —Ja+3r — «‘. 
Es ist aber nach (Gl. 3. und 4.) 

(9.) 27b — a{a®—9P) und 

(10) Au --276 — FP(@—4P), also 

a 


Man findet daher «’, wenn man die Gröfse — 3«@ durch Zuzählen einer Gröfse 
° in 4a°--270b" als Factor enthalten ist, zu einem der nächst höhern 
Quadrate ergänzt. Findet man alsdann durch die Division von 4«°-+ 275° mit 
— 3a— 2 den Quolienten 2, so ist 3=P und — 3a-32—= a’, also 

a = Y(—3u-+32). 
Die Wurzeldifferenzen a, und a, können aus den Werthen von « = 2a,- 4, 
und = @,(@--a,) berechnet werden. 


32, WO 2% 


33 * 
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Dieser Weg ist einzuschlagen, wenn 4@’--275” zwar negativ, aber 
kein vollständiges Quadrat ist, oder wenn 4a’ --275? positiv ist, also die 
Gleichung zwei irralionale oder zwei imaginäre Wurzeln hat. In diesen beiden 
Fällen sind nämlich @ und 5 reelle und rationale Gröfsen, aber «@, und «, 
werden irralional oder imaginär, weshalb die Ergänzung von — 3a zu einem 
Quadrat der Summe der Wurzeldifferenzen nicht ausführbar ist. 

Sind die Werthe von @, und «, und von 2@&,--a,=« ermittelt, so 
lindet sich nach (Gl. 4. in 8.5.) 

(12) = 4A—o), 
wodurch die gegebene Gleichung nach Gl. 1. in ihre Wurzelfacloren zerlegt 
werden kann. 

Die Grölsen s’ oder «' sind Quadrate, welche der Hüllsgröfse — 3« 
nahe liegen; daher hat man nun nur wenige Factoren z von 4a’ +-270° zu 
versuchen. Ist aber die Ergänzung von — 3a zu einem (Quadrat nicht mög- 
lich, indem die Division von 4a’--27b° mit —3a+2z oder mit —3u-+2 
(wo 2° ein Factor von 4«°--275° ist) für alle möglichen Werthe von 2 
entweder nicht aufgeht, oder der Quotient nicht gleich 3° wird, so enthält die 
Gleichung dree errationale Wurzeln, und sie kann dann nur dadurch in ihre 
Wurzelfactoren zerlegt werden, dafs man nach ($. 3.) 

(13) fe = (e1H44-n)@tH444+ Hm —n))e+44+ Kr} n))) 
setzt und die Gröfsen 


3 3 3 
(14.) Ir, = yv—yw, r, — (yv 


be: om Ya), w— -1 


dureh Einführung der Werthe von a und 5 bildet. 


$. 9. 

Diese Methode der Auflösung cubischer Gleichungen paflst sowohl für 
numerische, als Buchstabengleichungen, und gründet sich im Allgemeinen 
auf einfache Versuche, welche denjenigen bei der Ausziehung einer Quadrat- 
wurzel ähnlich und nach der Beschaffenheit der Wurzeln auf verschiedene 
Weise auszuführen sind. Die Rechnung kann noch bedeutend abgekürzt wer- 


den, wenn man für jede besondere Form, welche die Wurzeln haben können, 
eine besondere Auflösung befolgt. Da aber die Form der Wurzeln einer 
cubischen Gleichung nicht aus der Beschaffenheit der Coöfficienten derselben, 
sondern nur durch Bildung der Hülfsgröfsen «, d und 4@°--275° erkannt wer- 
den kann, so ist es gut, die cubischen Gleichungen nach den verschiedenen 
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Formen, welche die Hülfsgröfsen annehmen können, einzutheilen, und für 
jede besondere Form derselben eine besondere Auflösung zu befolgen. 
Werden diejenigen Fälle, wo die Hülfsgröfsen bei verschiedener Be- 
schaffenheit der Wurzeln dieselbe Form annehmen, vereinigt, und werden 
die beiden Fälle, wo die Gleichung keine rationale Wurzel enthält (weil dieses 
nicht immer aus der Form der Hülfsgröfsen, sondern oft erst bei der Aus- 
führung der Auflösung zu erkennen ist), den übrigen als besondere Fälle 
angeschlossen, so lassen sich nach ($.7.) folgende sechs Hauplformen unler- 
scheiden: 
I. Wenn eine der drei Hülfsgröfsen gleich Null ist. 
1) Wenn a0, 
2) Wenn db =0, 
3) Wenn 4-6 —0 ist. 
ll. Wenn alle drei Hülfsgröfsen bestimmte Werthe haben: 
4) Wenn 4«'--27b’ — — u” negativ und ein Quadrat ist. 
5) Wenn 4a’ -- 270 — — w.r negativ, oder kein vollständiges Quadrat ist. 
6) Wenn 4 -- 
Hat man die Hüllsgröfsen aufgestelll, so bringt man die gegebene 


270° positiv ist. 


Gleichung unter eine dieser sechs Hauptformen und führt die Auflösung auf 
eine verschiedene, von der lHauptform abhängige Weise aus. 

Anmerkung. Aus den obigen Entwicklungen läfst sich leicht sehen, 
dafs man durch Einführung willkürlicher Gröfsen und durch Umformung der 
eubischen Gleichungen niemals zu Ausdrücken gelangt, die in «allen Fällen die 
Ausziehung der Quadrat- und Cubikwurzel gestalten, und dafs es daher keine 
zur Auflösung «aller cubischen Gleichungen gleichmäfsig brauchbare Formel 
giebt. Durch die Cardanische Formel kann z. B. für die Ite, 2te, 3te und 
6te Hauptiform nur eine, für die 4te und Ste aber keine Wurzel gefunden 
werden. 


$. 10. 


Erste Hauplform «=. 


kaprneis 4? ma: ,r: 
a— — !\4+-B= — 100-4) —0, 
so hat die Gleichung nach ($. 7.) entweder drei gleeche, oder eine reelle 
und zwe2 zmagenäre Wurzeln. Im ersten Fall sind die Wurzeldifferenzen 
4, = 4, —=0; im zweiten werden sie imaginär. In beiden Fällen ist 


B— 14’, 
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daher hat die Gleichung die Form 
1) fe=r+4Ar+14.210=0. 


Ist dann auch 
Ü une rd’, 
so ıst 


2) fe = (04349), 


und die Gleichung hat drei gleeche Wurzeln. Ist C nicht _ Dr so ist 





fr = A-1407 40=0, also Ar +14. 2 2,4 — „2—C 
oder (r +44) —= z1,4’—C, folglich 
8) z=—14A- LYGy A — —lC)= — 44-4 \r und 


(4.) dl, — 14 —yr. 
Durch Division der gegebenen Gleichung mit «—+.«, erhält man die 
quadratische Gleichung 


(3.) 1(2A-Yr). c+44+14. yr-- Yr’ == 0, 
Diese Gleichung — für die beiden andern Wurzeln: 
6.) = —ı14—1. Yr+ 1 ‚yr xy—3, 


folglich ist die gegebene Gleichung 
() fe= HA 14.20 = 0 
— (+44 Vr)x (@+444 4.74. 7 Xy—3) 
x (@+444 4. yr +4. X 3) 
und die Wurzeldifferenzen sind 
8) »=44—ıYrXY-3, = yrxY-. 
Ist daher «= 0, so macht man 


GO) re HA. 


Ist dieses gleich Null, so hat die Gleichung drei gleiche Wurzeln 2 = — 4A: 
hat aber r einen andern Werth, so giebt man der Gröfse 
3 3 
(10) yr = Yard’—C) 
die einfachste Form und führt sie in die (Gl.7.) ein. Hier kann yr ra- 
tional oder irrational sein. 





24. Eisenlohr, von den cubischen Gleichungen. 249 











$. 11. 
Beispiele zur ersten Hauptform. 
r 3 u 2 5 U TREE 
Nr. 1. Mh — 3.4 123,2 —1}2 ng 0, 
e ‘ 3 u 135 u: _. 
= -444=0, ren 0--tet 
Also r—=0, und 14—= —}, folglich 
fe = (©). 
N. 2. =#--152°--7527-98 —= 0, 
u — 247% = @, r—=,,2—-C=,—98 = 27T. 
3 3 ” 
ir = Y27 =3, 14 = 5; 
3 3 
/ 13 
A—yr=5—-3—=2; 44+4.yrr=543=%, 
folglich 
— | a WE WER ‚1312 9 
[z = (2 ?)(e 322.) 3) (@- 3172-73). 
Nr. 3. #429 —37 = (0), 
2 | : 3 x 1 81 875 __ 123.7 
1——%- 3, 0; = „(eh 
3 | 
| yr=3.)0, 34=}3 
folglich 


$. 12. 
Zweite Hauptform. b=0. 
Findet sich für die Hülfsgröfse « ein bestimmter Werth und dann 
b= 2,4°—14.B-U = u(—-%-+4)R2a+0)@-+2a) = 0, 

so ist entweder nach ($.7. Nr.3.) «,==4,, oder nach (Nr. 5 und 6.), wenn 
daselbst »=0 geselzt wird,  =4g.yr; ,=?2qg.yr; wo r positiv oder 
negativ sein kann. 

Im ersten Fall wird 

fe = # +42” -+Bre+ = 0 = (ta) +9+0)(c+a +20); 

in den beiden andern Fällen 


fx 


(2--4)(2-+a,—g.yr)(2--a,--g.yr) 


(2-94 —g.yr)(c-+-a)(&--@--g.yr). 
Mithin kann bei veränderter Stellung der Wurzelfactoren auch hier @, = « 
gesetzt werden. Es ist also für = «;: 


1) a= —-YKataa+a) = —«a 


\ 


\ 





und folglich 
2) = ya. 
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Ferner. weil 
3) A= 342-4, —= 3a, --3a; 


ist. wird 





(4) 1=3d4-a.=34— ya 4+0=34, a+2a=}A+Y-a, 
folglich 


5) fe = («444-Y-a)@+4AM)(a43A4 Ya). 
Selzt man hieraus die Gleichung zusammen, so findet sich 
6) fe= "HA AA -a)r 4 2,4’41Aa = > 
= a” - Ar’ | Bi 144. 2.4- B) = 
Hat demnach die gegebene Gleichung diese Form, so wird 50, und 
sie hal immer eine reelle und rationale Wurzel x —= — 14. Die beiden an- 
dern Wurzeln sind ebenfalls reell und rational, wenn a negativ und ein 


Quadrat ist; sie werden aber entweder ?rrational, oder ömagenär, wenn « 
entweder negativ, aber kein Quadrat, oder wenn «a positiv ist. 


$. 13. 
Beispiele zur zweiten Hauptform. 


N\r.1. 2#--60°—13r—42 = 


a—= —3 —13 = — 25; et E42 —= 16 1-26 — 42 — 
1A=$—=-2; aa tr. ker ee 
14—Y—-a=?—5— —3, 414--Y-a=2-5=-+7; 
folglich 


fe — (3) 2)(2 47). 








Nr.2. x’ -+-92°— Ir — 69 —= (0, 
= —y—5=—3; b=3I45 69-0; 
A—=!—=3, y-—a—yYiR—A,Y2, 
folelich 
PR. — (2-+3)(2+3—4.y2)(243+4.y2). 
\r.3. 20° — 92° --522 — 102 = 0, 
BE; 2-2, b=—71°° 102 —=0, 
14A—=—9— —3, ee 9.y—1., 
folelich 


fr = («—-3) (2-3 —5.y—1)(@e—3+5.y—1). 
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$. 14. 
Dritte Hauptform. da’+ 270°? = 0, 

Finden sich aus der gegebenen Gleichung für « und d bestimmte Werthe, 
ist aber 44°-- 2700, so hat die Gleichung nach ($.7. Nr.2.) zwei gleiche 
Wurzeln, indem eine der beiden Wurzeldifferenzen « oder «a, Null ist. Setzt 
man nun die glechen Wurzeln = —n, so wird 

(1) fk= «"+4r--Br+CU=0 = (2-n)(e +-n)(2-n--2) 
und es ist 





A = 3n-+z, B = n(3n--22),, C = n’(n--z), also 
| j« — —14-B= —4Ir, b= „,4°-14.B1C = 22 
(2.) er 2 2°, 4.6 
(40° - BI — 4.7707: „li 0, mithin 
3 3 
7 ei a BE 27 Geha l 
(3) z = y—3a oder 2 = y7b —= 3.yY4b, 
3 3 
n = 44—12 = 14— lb, n--2 = 14--2.yAb, 


folglich ist die Gleichung 
| $, \2 f | | . 
4) fe = (#144 X(e-444+2.y46) 
DE . IR Zn 3 - 
ern 2° - Ar’ -44—3.y1b’)r - a1, A’ — 1A.ı 1p' 5b ne 0. 


Für ein positives b sind die zwei Alernsten, für ein negatives b die zwei 
gröfsten Wurzelfactoren gleich. 

Die Gröfse « ist hier negativ, und —3a ein Quadrat. Von den 
beiden Wurzeldifferenzen mufs, weil 4a’ -- 27’ — — ©a;(a,-- 4,) —=0 ist, die 
eine gleich Null, die andere eine ganze positive Grölse sein; ob «,==0 oder 
4,—=( sei, entscheidet das Zeichen von db. Es ist nämlich 

b — 34 (—m--)(2a,--4;)(d,- 2a;), 
also für , =0,b=- 04 und für , = 0, b = — um. 

Da eine Quadratwurzel leichter auszuziehen ist, als eine Cubikwurzel. 
so selze man, wenn 4@’--27U’ —0 ist, die Grölsen « und 5 zusammen und 
(5.) 3 = Y—9Ja. 

Ist alsdann 5 positiv, so wird z=a, und ,=0; ist b negaliv, so wird 
z—a und 3=0. Die Gröfse «, wird, weil «4 = 14(A— (2a,-+ 4,)) ist. 
für &—=0, wo d positiv ist, 
6.) = 4A-—ua) = 44—1e. 
Dagegen für ,=0, wo 5b negaliv ist, 
7) = (4-2) = 34—3°28. 
Crelte’s Journal f. d.M. Bd. XLII. Heft 3, 34 
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Demnach ist die Gleichung, E wa 4,0 oder a, 0 ist, enlweder 


(8) fe= 4) .(2--4, -a,) oder 
(9.) im == “. U).(EI U). 
$. 15. 


Beispiele zur dritten Hauplform. 


Nr.1. &#-- &#—33r--63 —= 0. 











100 2000 .. Bar’, | 2000\° 
—— T— 10 d . 1-27 ze -» 0 BEER N 23T. — 

4 3 ben, Ada 1.(-) 127.() — 0. 
Hier ist d BIN; also 9, —=0, milhin a&=—4a;, y— 3a = y100 — 10; 
,—=10, 4, =41(A—a,)= 3 re 4-4, —= —3- 10 —=--7, folglich 

IP% : (2 —3).(1--7). 
Nr.2. z=°+87° 50 === 0 
PRSUEL... ER er we gr 
u Ser 5 27 ul 
Ban „2.7 
4 --270 — 4. ( E Ra. = ) rs O, 
.) 
Da d negativ ist, so wird 3,0, und a = y—3a=y49—7T, a-—=1(A— 2a 
2.7 en .. i 
=$ = — 2, - = —?2--T= --3, folglich 
fz = (2 —2)(z-:-5). 
$. 16. 
Vierte Hauplform. Aa’--M70’ = — u". 


u. die Gleichung 
fx Ar--Br--U =0 = (Tr--a)(E +4 +0). (2 --M-+-4, -q,) 
lür die Fi Seit d, b und 4a’ -! -270b" bestimmte Werlhe, ist aber «@ negativ 
und man findet durch Ausziehen Quadratwurzel. dafs 
(1) Ada-- U — —Uu — — Gala, -a,, 


ist. so wird 


(2) u= 4.4(4,--4;). 
Eine solche Gleichung kann keine imaginären Wurzeln haben. Die 
Wurzeln können jedoch entweder alle drez rational, oder auch alle dre 
rrational sein; dies läfst sich aus der Beschaffenheit der Gröfsen 5 und 


erkennen. 
Es müssen nämlich, wenn drei verschiedene ralionale Wurzeln vor- 


handen sind, die Wurzeldifferenzen @, und «, ganze positive und rationale 
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Gröfsen, und es darf weder ,;==a, noch «,=-0 oder 4,==0 sein. weil 
sonst entweder d oder gleich Null sein würde. Da nun 
(3) 27% = (—a--4,).(2a, -- a,).(ar--2a;) 

ist. so müssen die Gröfsen 275 und u gerade Zahlen sein, und jede. muls 
wenigstens drei verschiedene Facloren haben. Hat eine derselben ihrer nur 
zwei. so kann dieses bei rationalen Wurzeln nur dann sein. wenn entweder 
4, — 4-1, oder u ==a, '-L ist, wo alsdann d —= m({m- 1) wird; oder auch. 
wenn &=1 oder a,—1 ist, in welchem Fall u=n(n--1) ist. Ist daher 
entweder d oder u eine ungerade, oder eine Primzahl, so sind immer drei 
irralionale Wurzeln vorhanden; dagegen läfst sich nicht bestimmt erkennen. 
dafs keine drei irralionalen Wurzeln vorhanden sein können, wenn 275 und 
u gerade Zahlen sind und drei Facloren haben. Der Fall würde sich nur 
zeigen, nachdem man die Auflösung olne Erfolg versucht hal. Wenn drei 
irralionale Wurzeln vorhanden sind, mufs die Gleichung auf eine andere Weise 
in ihre Wurzelfacloren zerlegt werden. Sind dagegen alle drei Wurzeln 
ralional. so selze man 


(4) -Ja== +44, -4, 2b —=(—n--a,).(2a;--45).(-- 245), U 4.4, 4;) 


und führe die Auflösung nach ($.8.) aus. Es ist nämlich 
— U =B-+4.4--4 — (--4;,) —A;4; — —3 — (—4,- 4-45) 34,4, — d-/-32, 
IT — (— M--a,) (2a, -- a,)(a, --2a;) —d.(2s°-- 2), 
u — 4,.4,(A, -a,)=—=x.s oder 

5.) —Iua-+-z = (+4) = Ss, — 3a —I3 = (— 4) = d. 
Daher zähle man zu — 3a, welches immer positiv ist, eine Zahl $, welche von 
u ein Factor ist, so dafs — 3a- z das Quadrat einer Gröfse s wird, welche 
den andern Factor von w ausmacht. Dieses geschieht am einlachsten, wenn 
man zuerst aus —J3« die Quadratwurzel näherungsweise sucht, dieselbe zu 
einer Gröfse y erhöht, welche von u ein Factor ist, und dann den andern 
Factor z von u zu — 3a zählt. Ist dann —3u--z=y, so ist y=s—m--a, 
und = @.a,. Ist die Summe s und das Product z der Wurzeldifferenzen 
zefunden, so macht man (nach Gl. 5.) d“—=(— @-+-a,)'. Dies giebt die beiden 
Gleichungen 

6.) +, —=s ud — aa, — d 
und hieraus, je nachdem 5 posiliv oder negativ ist, entweder 

() @ a, = 4s--d) oder 

8) .=YH4l(Is4d,, = 4s—d). 

34 * 


| 
| 
en 
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Das Zeichen von d giebt an, welche der beiden Wurzeldifferenzen die 
sröfsere ist; für ein positives 5 wird , >, für ein negalives 5 wird 
44, > 4,. Daher sind die Wurzeldifferenzen im ersten Fall nach (Gl. 7.), im 
zweiten nach (Gl. 8.) zu berechnen. Sind @, und «, gefunden, so ist 

9) = 44—1(2-+4;) 
der Werth von «,, durch welchen die gegebene Gleichung in ihre drei Wur- 
zellactoren zerlegt werden kann. Findet sich kein ganzer und rationaler 


Werth für «, und @,, so hat die Gleichung drei irrationale Wurzeln und ist 
auf diesem Wege nicht auflösbar. 


$. 17. 
Beispiele zur vierten Hauptform. 
Nr.1. 2° — 242° -- 1532 — 130 — 0, 
a— —39; b=1X0; 4a’ --270 — — 104976 —= — 324°, u == 324; 
y—3a = y117 = 10 bis 11. 
Da u den Factor 12 hat, so ergänze man — 3a zu 144. Dann ist 
— 3312117197 14 = 1’ Fr, u =2.0—=8824 27,12, also ist 
s—12, =, d’—= — 3a — 323 = 117 — 3.27 —= 36 —= 6°. 
Da 5 positiv ist, so ist m <Z.a,, also 
4, —4(s— d)= 412 —6)=3, , —=4(s-d)=4(12--6)=9, 
24 2.349 _ 














4 —34—1(2a,- 2 in eo eure er 
4-- = —13-35=—10; +9 +-4a,—= —10--9=—1, folglich 
fe = (2 — 13). — 10).(2 —1). 
Nr. 2. 2° — 35.20°--126 2.720 —= 0, 
=, b=-7,; 4012978 = — 63776196 = — 7986°; 


u —= 7986 = 2.3993 — 2.3.1331 = 2.3.11.121, 
Y—3a= y847—=29 bis 30. 
Da 33 ein Factor von % ist, welcher y847 am nächsten liegt, so er- 
eänze man die Gröfse —3a zu 33° 1089. Dann ist 
— 3a-+ 3 = 847 --242 = 1089 = 33°, u=33X242, s=35, 27242, 
d’ — — 30 — 32 —= 847 — 3.242 = 121, d=11. 


Da db negaliv ist, so ist > a,, also 





ws 
at 
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,—=4e44)= FH 2, aee- = ei, 


35 2.22 +11 
= -2-772--9, 444,— 39042 — - 
-3 und 


a+-0+, = —8-+41=- 
fe = (2 — 30) (2 — 8) (2-3). 
Nr. 3. 28 — 582 1.9632 — 3906 — 0, 
= SW, 40 -+27% = — 14062500 — — 3750”, 


u — 3750 —= 25.150, 


daher die Ergänzung zu 25° — 625 und 
— 3a—+ 2 — 475-150 = 625 —=25, s—=25, z=150, 
— U — 32 — 475—450 == 35 .,, dm 
b ist positiv, als «, > «, und 
nu —— +5 58 2.1015 
2 >r°-15, 4=--7— u 


= —10, ,—= 


-—31-10=- —21; 4+9%-- 








a: O4 


Yy—Ia—= y475 — 21 bis 22, 


- 











4a 
fe = (2 —31) (2 — 21)(2 —6). 
Nr.d. 2-1 , 
wid 35252  44-1.275° = — 85377600 — — 9240. 








u ee = 


u — 9240 = 40.231 = 40.11.21, 
Factoren von u, gröfser als 31, sind 33, 35. 40, u. s. w 

u — 33.280 — 3a--3 —= 961 -- 280 — 1241, also kein Quadrat; 

-3 = 961 -- 264 — 1225 — 35°, also 


Yv— 3a = y961 — 31. 


Dies giebt 











u— 39.264 — 3u- 
sc, Mm 2A, 2 — \_39— 32 — 961 — 792 — 16913, d= 13. 
b ist negaliv, also & >a, und 
a EN, a1, ae 1 n Bi. ® dl 
— 14--24 = --10; ee -11=21. folglich 





4, -d, = 
[te = (2 — 14) (x --10)(x 


Nr.5. # —72-7=0, 
a—=—T, b=- 1, 4a@- RT — —49- 
irzeln. 


Da b und u ungerade Zahlen sind, so ‚ hat die Gleichung drei irrationale Wii 


. 


1 


Nr. 6. 2° — 152° -- 722 — 109 —0. 
a—=—3, b=-+1, A-2UW — —S1— — 


Hier sind ebenfalls drei irrationale Wurzeln vorhanden. 
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\r.7. 2° — (170 — 5d) x" (Ile! — 70cd — 4d’) x — 1470 -- 12’ d 
-- 245cd’ — 204° — 0, 
a — 4160 --40ed-- 374°), db 31, (1280 -- 4800’ d--312ed’ — 1104°), 
41a’ 270° — 164° (160° 40ed--21d’), w— 4d(16c°--40cd-!-21d?), 
-3a = 160° -40ed- 37a’ —= Le -Se.7d--49d’ — 16cd — 12, 
— 3a- 4d(4c-, 3d) — Le --ScexTd--49d — (de --7d), 
u 4d(de- 3d)(4c-- Td), 
- 3a — 12d(4e- Id) —= 166° — Sed- d’ == (4e— d)’, also 


s— 4-4, —=4c- Td, 3s==4d(de--Id), = — u +4,—=4 —d, 
4—$d=4d; = 1(8c-6d)—=4Ac--3d; 2a -,—4c-+11d, 
a, = 4{—17e -5d) — 4(4e--11d) = —Te—2d, 

4-4, — — Te — 2d-- Ad — —Te--2d; 

1, 42-4, — Te-- 2d--4e--3d— — 3c--Hd und 
fr = (2 —Te—2d) (2 — Tec --2d). (2 — 3c- dd). 
6. 18, 

Fünfte Hauplform. da’+270’ = —u’.r. 


Giebt die Gleichung für die Hülfsgröfsen « und 5 bestimmte Zahlen- 
werthe und ist 4@'-. 275° negativ und die Quadratwurzel aus — (4 -- 276°) 
irralional,. so dals 44°--270° keinen quadratischen Factor r hat, so hat die 
(Gleichung nur reelle, aber darunter entweder zwei oder drei zrrationale 
Wurzeln. Ist die eine Wurzel rational, so ist die Gleichung auf dem hier 
angegebenen Wege auflöslich; sind aber alle drei Wurzeln irralional, so mufs 
man sie auf einem andern Wege suchen. Dafs eine Gleichung von obiger 
l'orm keine rationale Wurzel hat, läfst sich gewöhnlich daraus erkennen, dafs 
die Gröfsen d und u Primzahlen sind, oder dafs r > — 4a ist, häufig aber 
nur dadurch, dafs die Auflösung nicht ausführbar ist. 

Man selze 
(1.) few Ar -Ba- C=I = (1--a)r- a pP —g.Yr)x--a--p-4-qg.yr). 
Dann ist 

2?) 2=pP—-4.yr, G—=%.Yr;5 0 —=%,--4,—R2p. Ferner 
(3.) A=3a.2p, B=3a -4a,.p-pP—qr, C=a-Ral.p- a(p—gr). 
Hieraus ergiebt sich für die drei Hülfsgröfsen: 

4) a= —-psfr), be pXrhrl—p--Iy.r); 

da -- 270° — —4y’ır.(P—gır) = —uW.r, also 





5.) uw= %.yp'—yr) 





ee 
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Zuerst suche man die Gröfsen % und r, indem man den Ausdruck 
4a’ --276° in zwei Factoren zerlegt, deren einer ein Quadrat ist, der andere 
nicht. Ist 4@°-; 276" eine sehr grofse Zahl, an welcher die Gröfse r nicht 
leicht zu erkennen ist, so trenne man nach und nach quadratische Factoren 
ab, bis #° und » gefunden sind. 

Die Gröfsen «,, p und y müssen ralional sein, und wenn die Coel- 
ficienten der Gleichung ganze rationale Gröfsen sind. mufs «, eine ganze Zahl 
sein; die Gröfsen » und g können aber entweder ganze Zahlen, oder Brüche 
von der Form 4(2y -1) sein. Um die Fälle zu unterscheiden, wo p und y 
sanze Zahlen oder Brüche sind, selze man zuerst 

p = 42m--1), qg == 4(2n--1). Dann ist 
p—y.r = mm -I)—r.n.(n--I)—4(r—1]). 
Sind also » und y Brüche von obiger Form, so können nach (Gl. 3.) 3 und 
Ü nur dann ganze Zahlen sein, wenn r—4h-.-1 ist. Setzt man hierauf in 
(Gl 4. und 5.) y=4!(2m- 1), y=4(2n- 1), r—=4h -1. so erhält man 
a—= —!ı|m(m- 1)- I3n(n- 1)(4A--1)--34- 1], 
b —= (2m -1).,[—m(m +1)--9n(n-+1)(4A--1)- 9--2]. 
u — (?n -1)[m(m--1) —n(n-+1)(4RA+1)— 4]. 

Da hier »r(m-|-1) und n(n-+-1) gerade Zahlen sind, so sind 5 und 
u nur dann gerade, wenn % eine gerade Zahl, also r—=8%A--1 ist; in wel- 
chem Falle aber « eine ungerade Zahl ist. Doch ergiebt sich Folgendes: 








Ist m nicht = 44-1, so sind p und y immer ganze Zahlen. 
Ist r —=4h- 1, und sind 5 und « gerade, so sind » und 4 ebenfalls 


ganze Zahlen. 

Ist r—=4A- 1 und sind 5 und % ungerade, so sind p und g Brüche 
von der Form }(2y--1). 

Ist r —=8SA--1, und sind d und % gerade, « aber ungerade, so bleibt 
die Form von p und 4 zweifelhaft. 

Ferner ist zu beachten, dafs 4 immer positiv ist, dafs aber p und u 
positiv oder negativ sein können. Die Gröflse p hat nach (Gl. 4.) dasselbe 
Zeichen wie d, wenn 9y.r > p* ist, aber das entgegengeselzte Zeichen. 
wenn p' >9g‘.r ist. Die Gröfse « ist negaliv, wenn g’.r >> p” ist. Für 
p=0 wird d&=0 und die Gleichung gehört zur zweiten Hauptform. Ist 
P=— AM, sowird fe—= (Ta) — y.yYr)(2--g.yr), A=a,B:-—yr, 
C=—a.yr—4A.B und 

(6) fr = («+4M).(@—-y—B).(e--y—B) 
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Ist daher C—= 4A.B, so kann die Gleichung nach vorstehender Formel in ihre 
Wurzelfactoren zerlegt werden. 


Die Gröfsen p und y werden, wenn % und r gefunden sind, auf fol- 
oende Weise ermittelt. Man setze nach (Gl. 4. und 5.) 





(7) -3Ba—=pH+3gy.r; also P = —Ia—Iy.r= —3a—Ir.z, 
> 2 #\. ale u u Pe 2 u 
(S) u=+2g4.(pP —gr); also p=y iger gr 


Man vervielflache 3r mit dem Quadrat einer Gröfse z, welche ein Factor 
von a ist. aber auch 1 sein kann, und zähle das Product von —3« ab. Ist 
der Rest ein Quadrat, so führe man z in die (Gl. $8.) ein. Giebt dies das- 
selbe Quadral. so ist es =p’ und 3s=g. Ergiebt sich aber aus a, db, r und w, 
dafs »p und g Brüche von der Form 4(2y--1) sind, so führe man in beide 


Gleichungen g —=}x ein, dann wird 
= ) ‘ ) n 7 n u 
(9) P=—-3a— 1Ir.2)=4—12a—Ir.z), pP =4{r.2)4o: 
In diesem Fall ist das Product 3r.2z° von — 12a abzuzählen und 


für z ein ungerader Factor von # zu nehmen. Der Gröfse p» giebt man 
dasselbe oder das entgegengeselzte Zeichen von d, je nachdem 9.g°.r gröfser 
oder kleiner als p’ ist. Zuletzt erhält man für ein posilives oder negalives p: 


(10) 4=4(4—2p), oder a4=4(A--2p). 
Ist p ömaginär, also r.g —>4a, oder findet man keine den obigen 
Gleichungen genügenden rationalen Werthe für p und g, oder auch keinen 


sanzen Werth für @,. so hat die Gleichung dre irrationale Wurzeln. 


Die Auflösung ist hier etwas schwieriger und weitläufiger, als bei der 
vierten Hauptform, sowohl wegen der Zerlegung von 4«@’--270° in die Facto- 
ren a und 7, als auch wegen der Bildung von p‘. Sind die Gröfsen 3« 
und 37 sehr grofse Zahlen, so kann man durch Ermittelung der @renzwerthe 
von = die Rechnung abkürzen. 


$. 19. 


Beispiele zur fünften Hauptform. 
Nr. 1. 2" 232° 17327 --427 —= (0, 
2. db=3%, Aa +27 —= —45— —3.16, u—4, 


U — 





r—=3—4.1—1; also sind p und y ganze Zahlen. 
f 2 


5 
- 


[ 
n 


= —-IJa—Ir. —=10—I,, gerr— ds t— 


Li 





24. Eisenlohr, von den cubischen Gleichungen. 259 


Hier kann z2==1 gesetzt werden, welches pP —=10 — 91, !—=3+2—1, 
also » —=1, g=1 und 9r.1?—=27>p” giebt. Daher hat p das Zeichen 


von 5, oder p—=--41 und es ist 


= 4A-p)=T=17, 4--p=1T-+-1=8 und 


fr = (e+N(&--8— 32-83). 
Nr.2. 2° — 70° — 372-115 — 0. 


a=—--, b=z, 40-1270 — — 606528 — — 13.216), 


u 216, r —13 —4.3-H1. 
Da 5 und u gerade Zahlen sind, so müssen p und 4 ganze Zahlen sein. 
p: — 160 — 39.2°, 2, el, 


pP = 160 —39 = 121= 11’, p = 13-+ 108 = 121 — 11’. 
Demnach isst y=1 unddp=+t1l. Da g.r.—=117<-121 ist, so be- 


kommt p das entgegengesetzte Zeichen von 5 und es wird also p—= —11. 
— 22 
4a, = 1(A+2p) = t@n, a+p—=5—-11l=—6 und 


fx = (2£+5) (2 —6— Y13)(2e — 6-13). 
Nr.3. 2° — 582° -+- 9122 — 2784 —= 0. 


628 10672 
u— 992; —=33—=8.4-+1. 
Da « eine gerade Zahl ist, so sind p und g ganze Zahlen und es ist 


638 —92:, 68-99-5923; P—-3+TT, s—1, 


pP’ = 33-496 = 529 = 23’; y—=1, p= +23, 9.33.1°< 529, also hat 
p das entgegengesetzie Zeichen von d und es st p= — 23, 


er _ 6, a+p—= —4—23 — —27 und 


fe = (ce —4)(2 — 27 — 33) (2 — 27 433). 
Nr.4. 2° -+632°--10812 + 3955 — 0. 
a— — 242, b= —224, 4a’ 276° — — 55335200, w.r = 5533520 = 
10°.2. 276676 —= 20°.2.69169, y69169 — 263, also u = 20.263 — 526U., 
r—?2, und p und g sind ganze Zahlen. 





ME 














pP = — 3a — Ir.’ — 76 — 6.7, 
= 2 ) ) 
2 = rt — ga: . 
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Da 4u — 2630 die Factoren 1, 2,5 und 263 hat, so ist nach und nach z=1. 
2—2, 2—5 zu setzen. Dies giebt „" —=1726 — 6.1?— 720, pP —=726—6.2° 


708, P 766.56 — 24; P—2.23+ © 504526576, 


also 9—=5, 9.2.25 <576, daher bekommt p das entgegengesetzte Zeichen 
von 5 und wird also, weil 5 negaliv ist, positiv, oder »—=24. 
m N a+p—5124—29 und 
fr = (2+5)(2 +29 —5.y2)(2-+29+5.Yy2). 
Nr.5. 2° — 692° -1- 468. —- 14825 — 0. 


a—=—1119, 5b —1258, 4a’ -+- 276’ — — 108 x 51499476, u — 28188, r — 
14094 








also sind »p und g ganze Zahlen und pP = 3357 — 21.2?; pP —Tr’+ 


Die Zahl 14094 hat die Factoren 1,2,3, 3, 27,29. Da aber für z2— 20 vw ne- 
galiv wird, so sind für x die Factoren 1,2,3,6,9 zu versuchen. Dies giebt 








z—1, p’—= 3357 — 21 — 3336 —=3.1112; 
s—2, #=3357 —21.4 =3273 —=3.109X1; 
s—=3, #—=3357—21.9 =3168 = 9.352; 
s—=6, BB — 21, = = 
P— 7.3640 — 25242349 — 2601, 9— 6. 
Da 9.36.7 <2601 ist, so bekommt d das entgegengeselzte Zeichen von Öb, 
—69+2.51 
also it „= — 51, a, = = ni k —11, +» =11—51= —40 und 


fz = (c-+11).(2 — 40 —6.y7).(2 —40+6.y7). 
Nr.6. 2°+152°4+ 132 — 124 = 0. 
:— 62, b=61, da’ +-R27b" — — 852845, r.u — 852845 — 5.170569 
— 5,4139, u— 413 =7.59, r=5=4.1-+1. 
Da 5 und u ungerade Zahlen sind, so sind p und 4 Brüche und es ist 

















„_ABI.r2 _ +2... _ Wii 
N po 4 One  Pägii, 
ee 
u: ee 


Factoren von sind 1, 7, 59, also ist 
744 —15 729 27° 





z — 1, hm: 7 zu x en —. v"’— = 3 -413, 
> .2..WM-15.49 74735 a 
= 7 . 4 =ı1=(0) 
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mithin ist 


= 7; —=41; 9r.2=9.49.5>9. 
Folglich bekommt p das Zeichen von d und es ist y—-+-}$, 
he —E Wo | er 
fr = (+92 4-3-V5)(@+ 4143-70). 
Nr.7. 2’ — 83982 +58 — (0. 
a —839, 558; 4a’-+27b* — — 590567012; r. u — 17.28°.421’, 


u 28.421 — 11788; rr = 17 —— 8.21. 
Da db und w gerade Zahlen sind, aber « ungerade ist, so können p 
und y ganze Zahlen oder Brüche sein. Demnach setze man 


12.839 — 3.17.23? 2 172? 11788 

4 Be . 3 
und nehme für s sowohl gerade als ungerade Factoren von % = 11788 an. 
Da aber für z—15, p’ negaliv wird, so sind nur die Factoren 1,2,4, 7,14 


von % zu versuchen. Dies giebt 



































21, mp 106 —51_ __ 10017 _ 9.1113 
a a Fr 4 u ei wii 
2, Pp= HL — 2517-51 = 2466, 
4, PT _ 9517 — 204 = 2313 = 9.257, 
27. m 10068—51.49 __ 10068—2499 _ 7569 __ 87° 
ET T ui ie Ze zn 
| ._ 17.49, 1788 _ 37° 
DE nt 
Also z=1, 9g=}%, und da 9.17.49 = 7497 <7569 ist, so bekommt p das 
entgegengesetzte Zeichen von % und wird daher negativ, oder py—= — 5, 
an DIT a+p=2I9—7—=—z3 und 


3 
fe = («+29)(@-?—4V1N(@-F44-y17). 
N.8 +2 —7r+3 = (0. 


a=— I, =, 447° = —4.197, u=2, r= 197, 


5, 
__ +88-197.2 





r>4a, p ri 


Dies wird für jeden Werth von 2 negativ, folglich hat die Gleichung drei 
ırrationale Wurzeln. 


35 * 
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$."20. 
Sechste Hauptform. 4a’ +27’ = +u?.r. 

Findet man aus der gegebenen Gleichung für sämmtliche Hülfsgröfsen 
bestimmte Werlthe, und ist 4a’ --27b’ — 4-w.r eine posilive Gröfse, so hat 
nach ($.7.) die Gleichung zwei @maginäre Wurzeln. Die dritte Wurzel ist 
jedenfalls reell, kann aber entweder rational oder zrrational sein. In beiden 
Fällen kann die Gleichung in ihre drei Wurzelfacloren zerlegt werden. Sollen 
die irralionalen Wurzeln durch Dezimalbrüche ausgedrückt werden, so ist ein 
besonderer Weg einzuschlagen. Dafs eine solche Gleichung keine ralionale 
Wurzel hat, läfst sich gewöhnlich daraus erkennen, dafs die Gröfsen 5b und 
u Primzahlen sind, oder dals r >4a ist. Zuweilen aber ergiebt es sich 
auch erst daraus, dafs die Auflösung nicht gelingt. 


Ist eine Wurzel ratonal, so geschieht die Auflösung der Gleichung 
beinahe ganz wie bei der fünften Hauptform; nur ist daselbst # negaliv zu 
selzen und zu berücksichligen, dafs auch r—=1 sein kann. Man selze 

(1) fe=:°+Ar- Br-C=0 
— (2-4) 9--P—g.Yy—r)(c-+a--p--g.y—r). 
Dann wird 
2) %=p—4.y—r, G=2g.y—r, 20-10, —=0a=2?2p. 
Ferner sind die Coöfficienten der Gleichung 
3) A—=3a-2Rp, B=3a --4a,.p--p’--gr, 
C=4a-2a.p--a(p-+g.r). 
Hieraus erhält man 
4.) a=e—Yi(pf-3gr), d= —p.(p-+9g'r), 
4a -- 7b —=Ay.r(p--g.r’—=u.r, also 
5.) u=2g.(p-4r). 

Die Gröfse « ist meistens positiv, bleibt jedoch negativ, wenn p’ —3g’r 
ist; für pP —=3g.r wird a=0 und die Gleichung gehört zur ersten Haupt- 
form. Daher kann auch eine Gleichuug, 
zeln haben. Die Gröfse 5 wird negativ oder posiliv, je nachdem p positiv 
oder negativ ist, daher erhält die Gröfse p das enigegengeselzte Zeichen von b. 
Die Gröfse 4«@°-,- 275° wird immer positiv und für r—=1 ein vollständiges 
Quadrat, oder sie besteht aus einem quadralischen Factor «“ und einem nicht 
quadratischen Factor r. Diese beiden Factoren müssen, wie bei der fünften 
Hauptform, durch Zerlegung von 4a°-+-275° bestimmt werden. 


worin a negaliv ist, imaginäre Wur- 
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Ist r=3, so wird „,a- 4% —=(4u). Alsdann kann eine Wurzel 
der Gleichung nach der Cardanischen Formel gefunden werden; was jedoch 
nicht schneller zum Ziele führt. 

Die Gröfsen p und y sind, zugleich mit «,, entweder rational, oder irra- 
tional. Im ersten Fall können sie entweder ganze Zahlen oder Brüche von 
der Form 4(2y-1) sein. Für y=0 wird d&=0 und die Gleichung ge- 
hört zur zweeten Hauptform. Die Gröfse p kann positiv oder negativ sein. 


y ist aber immer positiv. Für py—=—a, wird 
=, Beh Cage; BR 
Ist daher in einer Gleichung C—= A.B, so ist die reelle Wurzel = — — 4. 


Wenn die Coefficienten der Gleichung ganze Zahlen sind, so können 
p und g nur dann Brüche sein, wenn r—=4h—1 ist. Dieses ergiebt sich 
wie in ($.18.) leicht aus (Gl. 3. und 4.). und es läfst sich, ob p und y ganze 
Zahlen oder Brüche sind, allgemein wie folgt erkennen: 

Ist r nicht —=4h—1, so sind p und 4 immer ganze Zalılen. 

Itr=4h—1 und sind d und « gerade Zahlen, so sind p und y 
ganze Zallen., 

It r—=4h—1 und sind d und u ungerade Zahlen, so sind p und y 
Brüche von der Form 4(2y-+1). 

It r = 8A—1 und sind b und w gerade Zahlen, ist aber « un- 
gerade, so bleibt es zweifelhaft, ob p und y ganze Zahlen oder Brüche sind. 

Sind die Gröfsen # und r bestimmt, so setze man 

(6.) Ba=—p-3yr, oder P—=—3a-3yr— —Ja--Ir.z, 


m) r ER U 9 a u Fr 
(7.) u=2g.(p'+gr), oder pP = Flae ul ar 
Oder, wenn p und y Brüche sind, wo y=42 gesetzt werden muls, 
53 Y % Y 
$) P=—tll2a-43r.2°); P=- —Ur.r) 


Man vervielfache 3r mit dem Quadrat eines in # enthaltenen Factors z, 
zähle von dem Product die Gröfse 3a, oder bei der Bruchform, 12a ab. Ist 
der Rest ein Quadrat, so führe man & in die zweite Gleichung für p ein: 
giebt dies dasselbe Quadrat, so sind die Gröfsen » und y gefunden und es ist 

(I) 4=4(A—2p), 
worauf die (Gl. 1.) in ihre Wurzelfactoren zerlegt werden kann. 
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g. 21. 


Beispiele zur sechsten Haup!form. 
Nr. 1. 2=°+192°+1282+290 = 0. 
a—%, b= —i%, 40-275 —604 —78, u=78, r—1: 
daher sind p und g ganze Zahlen. 


pP=—3a+Irzr, P=—23+3.7,, 
P=;-—r, Ir TOR)... BER 
Da 1u — 39 die Factoren 1, 3, 13 hat und für z—1 der erste, für == 13 
der zweite Werth der p’ negativ wird, so kann 3 nur —=3 geselzt werden. 
Dies giebt = —343.9—-4=?7; #=13—-9=4—=2%°. Also ist 
19 — 4 


y-=3 und, da d negaliv ist, p—=-+2, a, = 4(4—2p) = 5-=5, 


a4+p—=5-+2=71; folglich 


fz = (e+5)(e +7 —3.y-1)(e+7-+3.y-1). 
Nr. 2. #+-172°+9N72+225 —0. 


a3. db, 40427° —41616— 208, r—1; u 204, 
a, Fein er, 

—, get L Fe ti—, 

2 —2, P—= —2+3.4—=10, 

3, P= 2439-8, P-—-F—-4-9—-3%, 

y—=3, p—=—5, weil d positiv ist. 


a, — 4(17+2.5)—= 9, 14+pP =9—5 —=4 und 
fe = (2+9(2+4—3.y-1)(e+4+3.y-1). 
Nr.3. 2°+192°+1222-+260 — 0. 
a—3:, b—=—5;, 4a +27 —588—3.196— 3.14, u—14, r=I3—=i—1. 
Da 5 und % gerade Zahlen sind, so werden p und y zu ganzen Zahlen. 


"= —5-+3.3.2°; = et. Hier kann 2 nur —1 gesetzt werden. 
P—= —5+9—=4; #=7—-3—=4—=?%; also 9—=1, und da 5 negativ 
19— 2.2 


ist, 9 = 7%, 4, = 





—5, 4+p—=5+2=7 und 


Ss 
fe = (e+5)(e +73) (c+74y3). 
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Nr. 4. 2° — 472° 15082 — 8596 —= 0. 


ERS =, 40-4270 — 3292157808, 


3 ) 
r.u® —= 3292157808 — 129°.22862207 — 129°.23..994009 —= 12?.23.997°. 
r—=23=8.3—1; u=3.4.997 = 11964. 

Da r —=84—1, aber « ungerade ist, so können p und y ganze Zahlen 
oder Brüche sein. Zuerst selze man für 4 eine ganze Zahl und 


"= —231513.33.2; pP = FR_38. 


> 
Au) 





Da für 24, p” nach der ersten, für 210 aber nach der zweiten Glei- 
chung negaliv wird, so ist nur s—=6 zu setzen. Dies giebt 





pP —= —2315-.69.36 — — 231512484 — 169 — 13°, 
"= = -33—- 997-838 — 169 — 13% 

Daher g=6b, p= —13, 
d, — Ed hen — —T7T, 4,+p=—7—-13=—2R0 und 


[z = (2 —7)(2 —20 —6.7—23).(2 — 20 46°y—23). 
Nr. 5. 2° + 632° 4 11812 -+- 4455 — 0, 
a— —142, b—= —1824, 4u’--27b’ — 4.19593800 . 
r.u° — 20°.195938 — 20°.2.97969 — 2.20°.313°, 
r—2, u = 2.10.313 = 6260; also p und y sind ganze Zahlen. 


rn Et: ee 


nn 





z—=1, p = 42646 — 432 — 9x48, 
x —=R, pP = 426-+6.4 —= 450 = 9xX50, 
s—=5, pP = 426-6.25 = 576 —= 24, 
Ei 3130 u . 
= = — 2.28 — 626 —50 —= 576. 
y=)J), p=H+t?2h a= ee —5, a+p=5-+24 = 29 und 





fe = (2-+5)(e +29 —5.y—2)(2 +29 --5.y—2). 
No. 6. z°-+9r°+44527+62—0. 
a—15, b= —19, 4a’-+276 — 27.1225, 
vr — 3.9.35, r—=3— 4M—1, u—=3.35 — 105. 
Da 5 und % ungerade Zahlen sind, so müssen p und y Brüche sein. 


__ —12a+3.r.2” a__ —12.18+3.3.2° 2 — 2316-492? 
En 4 7 4 4° 











| 
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Da für 23, p’ nach der ersten, und für z—10 nach der zweiten Glei- 
chung negaliv wird, so kann & nur —=5 oder —17 gesetzt werden. 
» 1649.35  —16-+225 
se) ' ff 4 en 4 =}; 
? 105 3.25 75 8s4—75 
| — — nn — {[— m — 9 
Semi 4 es A Fin: 3 
Also „3, und da 5 negaliv it, p=+H3, 
9— 2.3 OR 
1 : = =3; 4+p=?2+3=%# und 
fe = (2e+2)(e +3 — 3 Y-9)(e +3 42-3). 
Nr.7. =’+72°+8r+12 = 0. 
25 506 Ä 
a——Tz; Bo a7: 4a’ + 276° — 7168, 





r.W — 7.1024+7.32°, r=7=8h—-1; u= 32; 
also sind » und y ganze Zahlen oder Brüche. 














+12.25 j 100+3.7.2? i 32 7.2: 
— 128 m ; zu u 100, pP EB r 5 p Sm at 4 . 
2 _ 100421 _ Pe 11 9% __ 128-7 __ 424 
sel Pe 2 = (7 ); pP =32 — 7 = 7 also 
hr +11 i 11 
E37? =4, u %, a6, en und 


fe = (++ 4 Y-Dle+444 7-7. 

Nr.8. 2 —62+6 — 0 
a——b, b—--6, 4-27 — 108, W.r—= 36.3, u—=b, r=3—4h—1. 
Da 5 und gerade Zahlen sind, so müssen p und y ganze Zahlen sein. 


15-+93.3.2, p’ 2 32? ER © p’ nach der zweiten 


[2 


nv 


al für jeden ganzen Werth von 2 negativ ist, so hat die gegebene 
Gleichung keine rationale Wurzel. 


$. 22. 


Darstellung der drei irrationalen Wurzeln. 


Eine cubische Gleichung, deren Coöfficienten ganze rationale Zahlen 
sind, kann drei örrationale Wurzeln haben, wenn sie zur ersten, vierten, 
fünften oder sechsten Hauptform gehört. Für die erste Hauptform ist die 
Auflösung nach ($. 10.) vollständig ausführbar; für die sechste Hauptform kann 
die Gleichung nach ($.8. Gl. 13. u. 14.) in ihre Wurzelfactoren zerlegt werden. 
Dieser Fall ist daher nur kurz zu betrachten. Gehört aber die Gleichung zur 
vierten oder fünften Hauptform, so ist eine besondere Auflösung nöthig. 
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Wie das Vorhandensein von drei irrationalen Wurzeln aus der Beschaffenheit 
der Hülfsgröfsen zu erkennen sei, ist in ($. 16. und 18.) angegeben. 


Man setze 








(1) fe = ©-4Ar+Be-C=0 
— (24 Be +4A4-- Kr, —r))(e+14-44(r,+r,)) 
Hier ist 
" 3 
P => ye—yw, Tr, ren - (yo-t w). v3 
a' 2 
2) F: = u y(&®) | 
b’\ 
, <E, | 
m 30 +5 vr 
Selzi man nun 
| a A u‘.r 
G) 717718 
(wo r==1 ist, wenn die Gleichung zur vierten Haupllorm gehört, und r 
’.» a ER ; 
negativ, also 57 7 positiv ist, wenn zwei imaginäre Wurzeln vorhanden 


sind). so erhält man 


u er EEE. an 
v = ıb N \ 108 u. — 4b lu.y—Ir 


[—u’.r 
FE TE: 


und wenn die Gleichung zur sechsten Hauptform gehört: 


(4.) 





(5.) . b rm 108 72 rau yar, 
‘ [we — \ Wr 2 ! 1, - Pe Ay 
72 1 T08° 5 wi 6 -} 31". 


3 3 
Im letztern Fall sind die Gröfsen v® und w reell, und es können yv, yw, 


r, und 7, unmittelbar zusammengesetzt, also kann auch die gegebene Gleichung 
nach (Gl. 1.) in ihre Wurzelfactoren zerlegt werden. Gehört die Gleichung 
zur vierten und fünften Hauptform, so enthält nach (Gl. 4. und 1.) jeder der 
drei Wurzelfactoren eine imaginäre Gröfse; diese Gröfsen sind indessen nicht 


3 5 
wirklich, sondern nur scheinbar imaginär, denn entwickelt man yv und yw 
nach dem binomischen Lehrsatz in Reihen, so erhält man durch Abzählen 


oder Zusammenzählen für das allgemeine Glied: 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLII. Heft 3. 36 
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A 9, im (46)° u (—r\ 
yv—yıw = 23,—2:- = 30 - (Au) (=) und 


3 3 


ei (1)2s>+11— 1 (+5)> A — r\30s+D) 
je--jw = 2 »>3 "ao 77 (Au) re. (7 ) 





+41 


wo >, bedeutet, dals der Gröfse s alle ganzen positiven Werthe von 0 an 
cegeben werden sollen. 
Die Summe beider Reihen enthält zwar noch die imaginäre Gröfse 


4 


(—4r)"; wird sie aber mit y—3 multiplieirt, so wird sie reell und es 
ergiebt sich 
1 9»\3(2s+1) = (eat Ti Yu a ni 
Gut 19 bie Aus Be Gun 915 Gk 0 20) as A a 9 5 1, 


folglich ist 











3 3 3 (ya-ı —u..p\s 
Ir; OR 2. } ıbX>,. >11 -( 270° ) ’ 
(6.) Ä m 
I 4 Bl ' 2u 3 (Ay?sHil-1 7 — u?,r\ ’ 
Ir. —_ (yo + yw).y—3 Bun >, 136. ırx=, 1411 \ 9792 ) 


Oder, abgekürzt: 
2 re a Be a 
(<.) r.. = —2.,46.8,, nn. = ap Vab.yrx Sn, 
folglich ist nach (Gl. 1.) 
8) fe = («11412./1.8,) 


I 


x (2+44— 745.8, 2-Ylb.yrx$;) 


x (2444 745.8, 44. 74b.rXx 8). 

In diesem Ausdruck befinden sich keine imaginären Gröfsen und die Wurzeln 
der Gleichung werden reell. 

Die Wurzelfactoren einer solchen Gleichung können demnach auf zweierlei 
Weise dargestellt werden: entweder indem man die Werthe von A, v und w 
in (Gl.1.) einführt, was zwar die wahre Form solcher Gleichungen ist. je- 
doch keinen Vortheil hat, weil die Gröfsen r, und 7, pseudo -imaginär sind: 
oder indem man die durch S, und 8, bezeichneten Reihen summirt. Diese 
Summirung der Reihen ist nur dann naclı (Gl. 6.) ausführbar, wenn die spätern 
Glieder immer kleiner werden; was geschieht, wenn 4w'.r <9 ist; diese 
Rechnung ist aber immer beschwerlich. Leichter ist die Ausführung mit Hülfe 


der Kreisfunctionen. Zu denselben setze man 
3 3 


nn = u ag =y-—32, r; Vo+ rw) —= (y+2).y-3 
YA 4 YGr@-1-48)), 


| 


— Y(- ad Year +40), 2 
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3 








also 
| 4a’ 
\ | 2 
vlt yet) = lt) 
| 4a’ 
ee +3. (1+ Vita)" 
/ 3 2% 
Hier ist Vs+7 —) = = y-% — imaginär, also kann man selzen: 
4a’ . du’ 
in ee WE, 2 3 = — 0 
1- a ty oder 1-1tgy SATZ, 
Nun ist auch 
| ’ 27b° 
| ER ’ . Bi Ze) ach Leine 
1+egy = — mh also cosy' — Az; 


3 


. : a ’ 
Führt man diesen Werth von 1-+- 537g; /n die Gleichungen für y und = ein, 


so gehen sie in folgende über: 





= —Hl-epyy-D= 5 — - -(cosp — siny.y—1), 

> — +1bi1--tgy.y-I) = ar -(c0sp-—- sinp.y—1). 
Oder, wenn —— = Var = = - "Y —- = Ad geselzt wird, 
y— — (— 1a)’.(cosy— sinp.y-1), ?—=-+(— 14)°.(cosp--sing.y—1): 
daher 
v— — (—1a).(cosp— sing. -1)°, 2 —-+(—}a)'.(cosp-+-singp. v1)’. 
Nun ist 

(cos y+siny.y—1)" = cosnp+sinnyp.y—1, 
also 
v— — (— 4a)i.(cos Ip — sin 4p y—1), 2=+(—4a).(cos4p-+ sin dp.y—1). 
v3 —= —2.(—1a).cosiy, y+z = +2.(—4a).sindp.y—1, 
y+2).y—3 = —2.(—a).sin }p, 

folglich 

9) n= —2.y—taxcosiy, nn = —2.y—ax sinyg. 
Hier ist « immer negativ, also y—a reell. Der Winkel ist aus der Gleichung 

(10) cosg = — 


zu nehmen und dabei auf das Zeichen von 5 zu achten. Ist d posztw, so 
wird cosp positiv, also r, negativ; ist b negativ, so wird cosyp negalıv 
36 * 
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und 7, positev. Zuletzt erhält man 
(11) fe = (r-+1A+2.cos1p.y—4a) 
x(2 -+4AF (cos4iy.y— 4a — sin!p.y— 4a)) 
X (aA F (cos }p.y—4a-+sintp.y—a)). 
Das obere Zeichen gilt für ein positives, das untere für ein negatives b. 





Zur Berechnung von cosy, r, und 7, kann man sich der Logarithmen 
bedienen. Was man für r, und 7, nach (Gl. 6. oder 9.) und somit für & 
nach (Gl. 1 oder 11.) findet, sind unbegrenzte Dezimalbrüche, also nur An- 
näherndes. und daher läfst sich die gegebene Gleichung durch keinen dieser 








Wurzelfactoren ohne Rest dividiren. Könnte man die durch 8, und 8, be- 
zeichneten Reihen durch geschlossene Gröfsen darstellen, so würden die Wur- 
zelfactoren vollständig sein. 


$. 23. 
Beispiele. 
A. Wenn die gegebene Gleichung die vierte oder fünfte Haupt- 
form, also keine imaginären Wurzeln hat. 
N.1 #—c-7=0(, 
u— —Tt, b=-H, 4a - 2a — — 49 —T’; n==7, 2, 
Da die Gleichung die vierte EEE hat, aber 5 und u Primzahlen sind, 








so hat sie drei irrationale Wurzeln. 
3 


3 , 3 8 | ! « 
yv = y(—3418.y-3); yw=— Y$Ttıs-)—9)> 
3 3 2 
dir Musi zu CS ui ue ul 19): 
3, - 
= VE IHN HE MN 3 
u” 


Da hier m —7<Z9 ist, so können r, und 7, auch nach (Gl. 6.) berechnet 


werden. Es ist aber besser, nach (Gl. 10. und 11.) zu rechnen. 


Es ist nach (Gl. 10.) 
er en ei  e A ‚— 0,9921099 — 1 
co5 Au’ 4.7: 235, 6054 Y2s5, 10gc0o5% : : 
p —= 10° 5336"; 49 = 3 37' 52”. 
Nun ist nach (Gl. 11.) 
cos4p.y—z3a — cos3' 37’ 52".yZ, sindp.y—a = sind? 37 52". y7 
zu berechnen und dies giebt 




















fe — (x -1-3,048916).(© — 1.356896). (x — 1,692020). 
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Allgemein ist 
fe = !— ("-n-NDe+(n-{n--7 
a— —(n"+n-+7),, b=n+n-+7, 40-270 —= — (2n 1) (n’-n--7). 
Hier liegt immer eine positive Wurzel zwischen 1 und 2. Für an —=0 entsteht 
obige Gleichung; für a=1 wird 
Nr.2. = — 92-9 — (x+3,411 474). (2 — 1,184 793). (0 — 2,226 681). 
Nr.3. +2 72-43 = 0, 
u——,, b=%, W420 = —4.19%, u—=2, r—=19. 
Die Gleichung hat die fünfte Hauptform, aber, da w eine Primzahl ist. drei 


irrationale Wurzeln. 
Man findet 





Year +40) = — 57, 
' ü 73 197 Mai 34 19 
PERHTETEN 37)> ig 
„= ja? HH Var 


6 V-H +Y AL yYCH + y—37 ))-Y 3 
14 —1. 
Hieraus können die Wurzelfactoren der obigen Gleichung nach (Gl. 1.) zu- 
sammengefafst werden. 
Durch Auflösung mittels Kreisfunctionen erhält man 


PM", dp — 14° 59'387, 
cos 4p.y—ya = c05 14° 59 28".yF = 1.510260, 
sindp.y—a = sin 14° 59’ 297, ® — 0.700479, 


2.cosip.y—4a —= 3,020520, 
cos 4Ip.y—ta— sin4p.y—a —= 0,809781, 
cos4p. er sindo.y—a —= 2.210739, 


44 = 4 = 0,333333, folglich 
[x = (x +3,353853) (2 — 0,476448) (2 — 1.877406). 
Nr..4. #—metm —=(, 


a=—m, b=+m, 40-270 — m’ (—4m-+27). 
It m=2-+7, so sind alle drei Wurzeln reell, aber entweder zwei, oder 
alle drei irrational; ist m <7, so wird 4@°-+275° positiv und die Gleichung 
hat zwei imaginäre Wurzeln. Es findet sich 
2 — mem = (eH+n)\ —ne+n— m)—n’1(n-+1).m 
= (— nn) ne +" —m)+n— (n—1).m. 
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Daher wird 
n, wenn m RM 2 +n, wenn m ni 
Pe A r ee - zu en . 
n+1 } n—1 
Ist »» eine ganze Zahl, so kann für = niemals ein ganzer rationaler 
negaliver Werth sich ergeben, wohl aber bekommt x einen ganzen rationalen 


positiven Werth, nämlich 2=?2, wenn m=8 ist. Ferner wird 





— mce+m —= (r —1)(2+ e—1—m)-+1 
— (2 — 2) +22 +4 — m) +8 — m. 
Ist also m >>, so liegt immer eine positive irrationale Wurzel zwischen 1 und 2. 
Da für 
(n —1)’ 


m zum u. m —(n—1) 








ist. so liegt eine negalive irrationale Wurzel zwischen 2 und n —1, wenn 

(n— 1)’ 2° 
et 

n = 

Kine dritte positive Wurzel liegt zwischen n— 1 und n, wenn 


(n— 1)’ y 
ge 2 An er ee 


m ist. 





ist. 








Ist = — m, so erhalten die drei Wurzeln das entgegengesetzte Zeichen. 


B. Wenn die gegebene Gleichung die sechste Hauptform, also 
wer imaginäre Wurzeln hat. 


\r.1. =#—6r°’-6 = 0, 


| 


a—=—b, b=-+6, 4-27 —=108 = 3.36, u—b, r=). 


Nach dem Beispiel (Nr. 8. in $. 21.) hat die Gleichung drei vrrationale 
Wurzeln. Man bilde daher nach (Gl. 1. und 2.) die Wurzelfactoren: 











(et, 
| R 3 3 3 
v—=- — Yb-Y/a+l)— —31=—2; yv=y-?}=—y2, 
3 
== + Yw—=y4, 
= yv— yo = 2-14=— (2479), 
r, = (yo-4yw). 3 = (—Y2+yA). „-3= —-(y2— A). v3 
folelich 


fe = (# +y24+ \x@— 2024 a4 12-18). y—3) 
x (2 — 42-79) 402 — 4).Y—3). 
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Für die Irrationalgröfsen, durch Logarithmen berechnet, ergiebt sich 
fx = (x -- 2,8473221) (2 — 1,4236610 — 0,2836060. y—1) 
x (2— 1,4236610 + 0,2836060., —1). 
Nr.2. 2° — 122-5972 —9 = (0, 
a—yY b=6, 4a’ 270 — 108.36 = 36°. 3. 
u=36, r—3, also sind p und y ganze Zahlen. 
Nach ($. 20. GI. 6.) ist daher 
18 


v= —- +92: P=— — 32’. 


Da p’ für jeden ganzen Werth von 2 negativ wird, so hat die Gleichung 

drei irrationale Wurzeln. Diese sind nach ($. 22. Gl.1. und 2.) 

at), YP—y-I3469)—=J3, yw—y8-6)— 9: 
= 13-79, n=(84/9).7-3, M4=-—-t-—4, 

folglich ist 

fr = (@—4-13479).(@—44403 19) —43+19.y—3) 

x@—444(3— 19)+20/3419). 7-3). 

Für die Zahlenwerthe der Irrationalgröfsen erhält man 


fx = (2 — 3,3621658) (= — 4,3189171 — 3,050429.y—1) 
x (2 — 4,3189171 -- 3,050429.y—1). 
Carlsruhe, im Mai 1851. 





iS 
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25. 


Theoremes sur les eourbes de troisieme degre. 
(Par Mr. George Salmon a Dublin.) 


Le inöoreme suivant me parait tres fecond en consequences pour les 
courbes de troisieme ordre. 
I. Si d’un point queleonque (O0) d’une telle courbe on tire a la courbe 


wualre tangentes (OA, OB, OC, OD), la fonction enharmonique de ce 


Sale (2 re} ' RE i cl h 
alscei sın AOCsinBOD est consianle. ar consequent chaque courbe 





de troisieme ordre a une caracteristique numerique qui ne change pas 
par la projeclion en quelqu’autre transformalion lincaire. 

Car celte fonction ne change pas si l’on passe au point consecutif (P) 
de la courbe. Qu’on mene quatre tangentes du point P: chaque tangente 
rencontre la langente consecutive a son point de contact avec la courbe: mais 
il est connu que les six points O, P, A, B, C, D sont sur la m&me conique. 

On peut aussi demontrer algebriquement la m&me proposition, en for- 
mant l’expression generale de la fonclion enharmonique; et on trouvera que 
cette fonction depend seulement du rapport 8°: T”; ou S et T' sont les 
fonctions qui (comme M. Aronhold la fait voir) ne changent pas par des 
transformalions lineaires. 

Par cette methode on arrive aussi facilement au theoreme de M. Aron- 
hold, savoir que la condition (A), pour qu’une courbe de troisieme ordre 
puisse avoir un point double, est de la forme 

R = S’—-T. 
Car l’equation biquadralique qui donne les quatre tangentes d’un point quel- 
conque de la courbe, et qui est de la forme 
Ax*+4Ba’y-+6Cery’+4Dey-Ey' =UQ, 
peut eire formee sans difficulte. Or la condition pour les deux racines de 
cette equalion d’ötre egales, est 
(AE—4BD 30} — 27(ACE+2BCD — AD’ — EB’ — C’)'; 
ce qui donne directement la formule de M. Aronhold. 

Trois racines de l’equation seront egales el la courbe aura un point 

de rebroussement, si S=0, T=0. 
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Par notre methode on peut aussi former aisement les fonctions S, T', 
que M. Aronhold n’a pas donnees explieitement. 

Soit Kugeation de la courbe 
a,2°--I3nay--I3b,0y’ + by? +3, 2’2-- bfayz 4-36, y’3-- 30,02” --30,y2° 
= V, 

obtient 

S — ft—2f (bie, - Or 1 305) -- afla, cd, -- a,b,c,) — fabsc; 
+-[Kayb,6;-- b,6,0, + C1a3b;) — (a,c,b; + bacsa; + a,b at abet a,c;b,—-a;b;c,) 
+ (a,b, abc; abza,c;)—(ach,e, +beab; -aa,b,)+- ad lza;--chhi. 
T=— ur 21f° be, a0, + a,b; )—36f"t a;b,C, + a;b,65) — Re a,b,c3-- bye; 


- 4,b56,) — dDab,c, 2A (bieit we; 
-- bu; abc, a,b,65)-  I6f"(abye,C, 4- b,cza,a; - Ze, — 12" (apb,c1c; 


+ Gb5)--12f (a,cıb5-+azc;b, -- bzc;a; 


% b,6,d;C, | | 4,006; » sbfla;bie; } | a;D,C,) (4,6; + a,b; } bci) + | 2ffc;c3h,@; 


0b, ae bbzc,d5-- a6; b,bza,c,) — 6Of(aza;b bz6;—+ a bbzci 
+ 4;4,D36,C3)- 12fa,b.e;(a,b;--bicı- a,0,)— RIf aabzc;-- a;bbrc; biacc; 





—- 4 b2b,- 0,4, -- ab,cC, 6) babne;(b,0,a; + €,0,b;) +6 (aza,bicze; 

4,4,b,6,6,-, @;b,b,c,cC; T a,b, b2c,6,- @.a,byb,c, + a,a,b,b,c,) -ab:e, 
+- 24a + able —- Kane + Rab — ab; -—- b,c,a5b,) 
—- 1S(@sa,b,byejc; a,a,h 6,636; a,a,b.b,e,6)— 12 (am bc: -ab,bse, a,a;C,b; 


- b,b,c,a I 9262030: 7 6; ed) dla: be; + aibzez + arbzcz -- a;bzc, - - a,bsc, 


—- b;C;,) — ce +4, 1b; so abe) — 6(a} nb,0;6,- -a,a,b;C,C;--a,a;b,b3c;) 
-- (bie) + ae — a5) — 2 lazbye; + abzeı) — 12 (aazbzcıc -- ab,cıc; 
G54,0,6,6,- a bie,--a, be 163) — 6a,9b,C,0,0,;, — 12 (a;bicic, 


— a,bjeib; + abc, — Qazbz3e5;-- azb,c,b; + a,a,bjc;) 


ei 
R = T’—648°. 
Reprenons maintenant le theoreme (1.). On en lire la proposilion 
suivanle. 
2. Sia deux points de la courbe P, Q, on mene des tangentes p,. Pa, Ps» Pa: 
Yı> Q23 45» Y4, les points d’interseclion, 9,41, P292> P345, PxY, Se trouveront 
sur une conique qui passe aussi par les points P, Q. Il existe qualre 





coniques de cette sorle, dont chacune passe par les points P, Q et par 
qualre des seize points d’interseclion des langentes. 

3. Soient P, Q les deux points imaginaires ä l’infini sur un cercle quel- 
conque; alors, suivant la definition de M. Plücker (3.), une courbe 
eirculaire de troisieme degr& a seize foyers, disposes sur quatre cercles. 
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Seulement quatre de ces foyers sont reels. La courbe a en oulre un 
fover double. 

Les thöoremes (2. et 3.) sont dü aM. Hart qui les a obtenus comme suit. 

D’abord la propriei6 caracterisiique des ovales de Descartes est 
a0, .-bo,==C, 0ü O0,, @ sont les distances de quelque point de la courbe a deux 
points fixes. M. Uhasles a demontre que la courbe a de plus un foyer tel que 
4,0, 0,9%, = €,, et M. Hart a trouve l’extension suivanle de ce theoreme. 

„Soit ao, &+bo+eo, 0 la proprieie caractcristigque d’une courbe; 
alors celte courbe sera du qualrieme ordre, et aura de plus un foyer tel 
que 49, +b,%+c,0, =0. Les qualre foyers seront disposes sur un 
cercle; et si atd+e=0, la courbe ne sera que du troisieme degre.” 
Une courbe de troisieme degre aura qualre foyers, pourvu que les lermes 
les plus eleves en x et y soient divisibles par z’-+-y”. 

Le probleme suivant „Les quatre foyers etant donnes: decrire la courbe” 
admet deux solutions. Soient les quatre foyers A, B, C, D. Si AB, CD, 
s’entrecoupent en O; l’equalion de la courbe sera, ou 

(BO --OC)o,-- (AO— OC)o — ABo; 
(BO—OD)o,-—-(A0O--OD)o, — ABo,, 
ou 
(BO— OC)o,—-(AO--OC)o = ABo; 
(BO--OD)o,--(AO—OD)o, —= ABe,. 
De ces equalions on tire CD (o,£0:) = AB (0, o,), c'est ä dire, la courbe est le 
lteu geometrique de linterseclion de deux coniques dont les foyers sont donnes. 

Les deux courbes s’entrecoupent a angles droits au centre du cercle 
et aux lrois points O, P, Q, qui sont les interseclions des droites AB, CD; 
AC, BD; AD, BC. Les tangenles ä ces points sont parelleles aux bi- 
secteurs de l’angle AOC. On voit aisement que l’asymptote de la courbe 
est aussi parallele a une ou l’autre de ces bisecteurs. Donc, au moyen de la 
projection on oblient celte proposilion: 

Soient P, Q, R les trois points dans lesquels une droite rencontre une 
courbe de troisieme ordre, et menez les tangentes 9, , P2> P3> Pa, Y1ı> 1: 1: 
alors les interseclions des droites qui joignent (p,ı — P:4:), (Ps — Pı4); 
(Pı9ı> P59:) (PR: > P:9:)5 (PıYıs PıQa)(PrQe, P35g;) Seront des points de 
contact des tangentes qui passent par A: le quatrieme point de contact sera 
le pöle de PQ pour la conique qui passe par P, Q, pıYı , P24:,> P3% > Pı9a- 

Trinity College Dublin July 24. 1851. 
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26. 


Sur la formation de l’equation de la courbe receiproque 
a une courbe donnee. 


(Par Mr. George Salmon ä Dublin. ) 


Dans le tome 41 de ce Journal (p. 285) M. Hesse a donne une 
melhode pour former l’equation de la courbe reeiproque ä une courbe du troi- 
sieme ou quatrieme ordre. L’application de sa methode est cependant pres- 
qu’impossible au quatrieme ordre, parcequ’elle demande ici Peliminalion entre 
12 equalions lincaires. 

Mais il me parait que la methode qui se presente au premier abord. 
soit aussi la plus facile. Entre l’equalion de la courbe donnce et l’equation 

zötyn+2ie |, 
on pourra @liminer z, et puis y appliquer la condition que l’equation resultanle 
en x et y ait deux racines egales.. De celte maniere on trouve pour la 
courbe rcciproque a la courbe: 
4,2 -- By? G,2°--44,20°y--4A,20’2--4B,y’c-+4B,y’s-+40, 0 

—-40,2°y46Dy’--6E 2° —6Fey?- 12 Leyz--12My’x3 

+12 Ns’ry = 0, 
et 9’ =—=237 7", oü 
S—(B,C,—4B,C,--3D’),x2*--(0,4,—44,C,--3E’)y'--(4,B,—44,B,--3F)2' 

4 B,C,—B,C,— 3ND--3MGC,)@y --4B,O,—B:C,—3MD--SNB,)@: 

- 40,4;—4;0,—3EN-+3LC))yır-- 44,0, —4,0,—3LE-+3NA,)y’z 

YXB,A,— B,A,—3MF- 3LB 2x7 -44,D,—4,B,—3FL--3M4,)s’y 

-- 6(4,D —24,M—24,N--2L’ -- EF)y’z 
- 6(BBE—2B,X—2B,L--2M°- FD) Su 
— 6(GF—2CL—2CM--2N°- DE)ay 
+12 (B,C, -2DL — ED, — FC, — MN)x'yz 
+12 (04, -+- 2 EM — FC, —DA,— NL)y’zı 
--12(4,B,-—- 2FN — D4,;,— EB, — LM) z’ıy. 
Pour eviter des longueurs, je ne donne pas tous les termes de T'. 


On obtiendra les autres coefficienis en permutant symetriquement les lettres 
37% 
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26. Salmon, des courbes reeiproques. 


(FAB - 2FAB.— A, B’—B,A—P°)g‘ 


3F’M--3LA,B,-24,B}+ A,B,B,— MA,B,— 2MAB,| | 
—_ FA,B,— 2 FA,B.— 3FLB,) fe Er 

| 6FB.E-SMB.A, DAB} 6FB.N+6FLB, AMA.B, ) 
2DA.B,--12LMB, —6NA.B,— AB: —SA,B,B, | g*7? 

|_9B.2— 6EB?— 3F°D —12FM° 

| 9FA,A,-LB.A—10LABMABAOHAB-2NAB, 


121-4048, +3 FED, -3FD4,--6B,L’--64,M°’— 6NF° 


4,B,C.--20,B}-24,B2--6EB,B,-9B,LN--4M--6DFM 
2 N Be 4,B,—2DB.4,— FC.B,—2FC,B.—6E "MB. —3DLB, 
I_3FNB.—6MNB, —6 HLB, 
3ELB,-- DAB, 11DB,A,-8N4A,B,—5NB,A,115FMN 
1412 LB.--3F?C,.--12E MB. 34,B,0,— 24, BC 
— IE NB _9DMA, —6LM° _6LNB —3DEL | 
—3FB,C,—6MA,B,—15EFB,— A,B,C, 


ie 
I_3FLM—: EA; B.- _3DAB, = 
ww 
z 


> EY 
- 


we ‚| 


A,B.C,— 204:B,0,—204,B,C. + 2A,B,C, + 2 B.A,, 
20,4,B,-- 24LB,C, 424 MA,C, 24 NA,B,— 6ELB, 


—3B,E:— 3C,F°’— 30 W:E— 30L’D — 30N°’F--48DEF 


4 I NB.—6DMA,—6DNA.—6FLC—6FMC,—34,D ir’: 


48LMN 
eic. 
On voit bien que les 24 tangentes aux points d’inllexion d’une courbe 


de quatrieme ordre louchent une courbe de quatrieme classe. 





Dublin. Aoüt 1851. 








27. 


Elementary geometrical proof of Joachimsthal’s 


theorem. 
(By Mr. Ch. Graves esq. prof. at the university of Dublin.) 


Liem ma 1. Ff tangent planes be drawn at two points, P, P', on 
a central surface of the second order; und if perpendiculars be let fall 
from the points of contact on these langent planes; Ihe perpendiculars 
will be proportional to Ihe perpendieulars let fall from the centre of the 
surface upon the langent planes. 

This is evident in the case of the sphere; and Ihe !heorem may be 
extended to the other surfaces by a simple deformalion. 

Lemma 2. Lei LL be the line of intersection of the two tangent 
planes, and let the point 8 be taken on it so that the lines PS, P's, 
make equal angles wilh the lines LL; ihen the lines PS, P'S, will be 
reciprocaliy proportional to the perpendiculars let fall from the centre 
upon Ihe tangent planes at P and P', 

For the lines PS, P'S, are evidently proportional to the perpendi- 
culars let fall from P, P', upon Ihe tangent planes; and these, by the preceding 
Lemma, are proporlional to the perpendiculars let fall from Ihe centre upon 
the tangent planes at P’ and P, 

If the point S has been taken in Z, L’, so that the angles PSLZ, 
P'SL', are equal, the point 5 will be that the sum of whose distances from 
P and P’' is a minimum. 

Asain, the lines PS, P'S, being tangenis, are proportional to the 
parallel semi-diameters of the surface. We may, therefore, state the result 
at which we have now arrived in the following proposition. 

If two points on a central surface be connected by a shortest 
line passing over the line of intersection of the two planes which touch 
the surface at those two points; the semi-diamelers of the surface parallel 
to Ihe two straight porlions of the shortest line will be reciprocally pro- 
portional to the perpendiculars let fall from the centre upon the langent 
planes in which those porlions are respeclively contained. 

If we suppose, now, that the two points approximate indefinitely, we 
see, as a parlicular case of the more general theorem just stated, Ihat „For 
two consecutive elements of a shortest line traced upon the surface, the 
product of the perpendicular let fall from the centre upon Ihe tangent plane, 
and the semi-diameter parallel to the element of the curve, remains the same.” 

Of this celebrated theorem it would, perhaps, be hard to discover a 
more elementary demonstration.. May 25, 1850. 























28. 


De arıthmetice determinanda area oblongi sphaerici 
© datis lateribus, et de theoremate Pythagorae 


Planimetria in Sphaericam evehendo. 
(Auct. Dr. Chr. Gudermann, Math. Prof. o. Monast. Guesiph.) *) 


Oblongum sphaericum est quadrigonum sph., cuius lalera opposila sunt 
aequalia el euius anguli interni aequales sunt. Quaelibet ipsius linea diagonalis 
alteram sibi aequalem dividil in parles aequales, et oblongum ipsum dividit in 





triangula congrua. Jam si area oblongi —= ua, el lalera duo sunt « et 9, 
angulus oblongi = €, patent formulae nolissimae 
sin d 
4AU— Ra et tangla — 


» | » 1 IT ie 
cot3a@.cot}8+ cost 


*) Der Herr Professor Dr. Gudermann ist am 25ten Sepibr. d. J. plötzlich verstorben ; 
leider! viel zu früh für die Wissenschaft. Der obige Aufsatz und der Brief, mit wel- 
chem ihn der Herr Verfasser dem Herausgeber dieses Journals sendete, haben zwar kein 
Datum, allein das Postzeichen des Briefes besagt den 25ten Septbr., also den Sterbetag 
des Verfassers. Da nun schon daraus, dafs das Manuscript dieses und des folgenden Auf- 
salzes dem Briefe auf einem und demselben Blalte unmittelbar folgt, anzunehmen ist, dafs 
die Aufsätze und der Brief nicht früher geschrieben sind, so ist es ganz möglich, und 
sogar sehr wahrscheinlich, dafs das Manuseript der Aufsätze die letzten Worte, we- 
nigstens die letzten mathematischen Worte sind, die der Verblichene niederschrieb. 

Der Herausgeber dieses Journals kann es sich nicht versagen, sein inniges Bedauern 

über «den plötzliche n und frühzeitigen Tod des wackern Gelehrten, in welches auch gewils 
viele mit ihm einstiimmen werden, hier auszudrücken. Herr Gudermannn war ein 
scharfsinniger und dabei ganz ungemein fleifsiger und eifriger Mathematiker. Er war in 
allen Theilen dieser Wissenschaft sehr bewandert, und besals insbesondere eine ungemeine 
(Gewandtheit im Caleul. Seine zahlreichen Beiträge zu diesem Journal beweisen Dies, und 
zeigen zugleich, dafs er auch weiler vorzudringen vermochte. Man wird anerkennen 
müssen, dals er mitunter Bedeutendes geleistet und zum Fortschritt und zur weitern 
Entwicklung mehrerer Theile der Mathematik wesentlich beigetragen hal, z. B. der Sphärik. 
Dabei war er ein bescheidner Mann, frei von Scheelsucht und gern die Verdienste Anderer 
anerkennend und würdigend. Der Herausgeber ist aus den zahlreichen Briefen des Ver- 
storbenen an ihn, zu dieser Überz« eugung gelangt. Hätte Herr Gudermann länger gelebt: 
gewils würde ihm die Mathematik noch manches Gute und auch Neue zu verdanken ge- 
habt haben. Sein Tod brachte der Wissenschaft einen wirklichen Verlust. Sanft ruhe 
seine Asche! 

Der Herausgeber ist noch im Besitz mehrerer Abhandlungen des Dahingeschiedenen. 
welche derselbe für dieses Journal bestimmte. Er wird nicht ermangeln, sie jetzt mit 
doppelter Angelegentlichkeit durch dasselbe bekannt zu machen. 

Der Herausgeber. 











28. Gudermann, area oblongi sphaer. et theor. Pythagorae sphaer. 281 











quarum altera, quia Ü= ja +4, ideoque sin Ö—= cos}a et cosÜ— — sin la 
st, abit 
sınla cos4a 
cosia coltacolzß—sinta’ 


sive in formulam 
sinja — tang da.tang >, 
qua duce ex oblongi lateribus « et # oplime computabis ipsius aream «, 
dummodo tang la. .tang 1% <1, sive e+-P <n est. 
Si = «a sumilur, oblongum fit quadratum, lineae ipsius diagonales nunc 
se normaliter in partes aequales intersecant, et quadrati aream e dato ipsius 


latere @ computabis ope formulae 


sin}d« — tang’lo, inqa e<Inm, 
Ex his, Lector benevole! jam perspicies, pari modo, quo in Planimetria 
e dalis oblongi sphaerici lateribus & et $ adiuvante circulo sph., cuius diameler 
—=«a--f, et in Sphaerica geomelrice inveniri latus quadrati, quod oblongo 
dato sit aequale. 
Lineam oblongi diagonalem 7 facillime invenies determinatam esse formula 
c057 = cosa--cos®—1, sive cos}y —= y[cost(«--P).cost{@«—P)] 
sive 
sindy — y(sin’4a-sin’1P). 
Quodsi supra lateribus «, 9, y trianguli rectangularis sphaeriei construunlur tria 
quadrata sphaerica, quorum areae sint a, b, c, et quae construi possunl, dummodo 


quodvis Jatus quadranle brevius or ” latus y ErSEnn esse censes, eril 


= log /— 








c05Y = Quia vero 








- 605@.c08s/, ideoque log /— re -log | 
7 cos cos| 


RE a ao 1 ante 
sd = : 
1-+-cose ? 1 1 + sin}« 
/1-+sinle 1-- sin / ind 
rsinge __ log u / I-+singb 
> ri1—sinta ° r1—sin4b 
quae adhibita funclione longetudinali hyperbolica eadem est ac 
2/1 eine 
&de) = %da)+ 81) 
et exprimit theorema Pythagoricum e Planimetria in Sphaericam iranslatum. 


| 





sin ta — Ing’ la est, oritur relalio 











log | 
> 1—sinie 
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29. 
Superficies ellipsoidis construitur e centro dato et 
e simiaxibus datıs; et plana construuntur, quibus 
superficies tangatur. 


(Auct. Dr. Chr. Gudermann, Math. prof. p. o. Monast. Guesiph.) 





1. Ei centro © dato ducantur tres coordinalarum axes Ox, Oy, 03 
reclangulares, quarum directiones sint eaedem ac axium 2a, 2, 2y ellipsoidis 
datae; ex eodem centro O describantur tres sphaerae, quarum radii sint o, P, 7, 
et ducatur radius arbitrarius Os, quo superficies sphaericae secentur in punctis 
a, b, e, e quibus tres lineae «ap, dy, er perpendieulariter demiltantur in axes 
Ox, Oy, O2. Lineae Op=r, Oy=y, Or=z erunt Ires lineae coor- 
dinatae puneli euiusdam M in superficie ellipsoidis siti; tria nempe plana per 
puncta p, g, r ita posita, ut tribus planis zOy, zOx, yOx sint parallela, 
per idem punelum 4 transibunt. Ad quemlibet ergo radium Os perlinet tale 
punetum M eiusdem superficiei ellipsoidicae, quae simul tres sphaerarum super- 
ficies tangil in sex verlieibus, in iis scilicet punclis, in quibus hae superficies 
ab axibus Ox, Oy, Oz conlinualis secantur. 

Il. Ut planum ducas, quo superficies ellipsoidiea tangatur in puncto 
modo deseripto M, praeler ires sphaeras et radium Os adhibeas tria plana 
parallela. quibus tres sphaerae tangantur in punclis @, db, c et quibus tres 
axes Ox, Oy, Oz secentur in punclis 4, B, C; planum ABC erit quaesitum. 

Demonstraliones facillimae supprimantur harum solulionum, quas novas 


esse censebis, 


























30. 
Über das Integral fi = Be jr we zn} 





(Von Herrn Dr. Dienger, Prof. der Mathematik an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe.) 





Bekanntlich ist für m >0 und 2 >00: 
Me smmin. „_ Zn). I(n) 
JS: TE I(m-+n) 


0 





also auch 





1 Ar gm-i nam __ IT(m).I(n) @ 
!F “ A == Tm+n) x’ 


wo d, eine u Gröfse ist. Man setze a=r—n und mache n >0 
und < 1, E 1, so ist 


























en -ıa, _ I(r—n).I(n) a, 
2’ n—] a n—1l 2, zu BR... 
fe (12) 0% wa x 
(1.) u or x” ua - 
we. I(r—n) [@ 3. ze+! i 
und 
Iır—n) @ si B ‚ 4—2)102 
I) +7 Ti, te 
Es sei nun 
a a 1 
=+3+534 zu m —— zb’ 
also 


Ferner ist 


1 Euaic 1 Ion b (i—n)2—n) 6’ 
Br (deR) ° 
(x b) gi + 1 a + 1. 2 em y 


(a — bi” 
a, ion (1 —n)(2—.n) i 
OO gien + 1 de + 1.2 " eo + vr 

















Bekanntlich ist 


_I%-n o9_,„ __ I8—n) _ Fan) 
[| PT Re u 2 
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also 
__ I2®—n) I8—n) 
ne IiA—n) ’ (—=n)@—n) = ITA—n)’ 
I(4—n) 
(i—n)(?—n)(3—n) = Tamm’ 
folglich 
3 An - ni [ Un 2 10m, 0 0m, ,] 
I Gay — Tinlr Id '""Te "TO ° 


z gr I(r—n) 
 ZA—n) a’ Ir) 
Aus (1.) aber folgt: 


’ 1 „a, I(r—n) an — zyr—1, 
u nn an > an © EEE man ® 3. 
3.) Ii—n)" x Ir) Fn)f Ti —n) /* (27 = r 


























1 r 1 m 
Da jedoch zZ = og; 50 ist 3 "a 3” = —_ „ also nach (2. und 3.) 
| =. 
BE a” f: 1 2 do-z)-1,_ 
(ve — by!" "u In) I —n) x—bz zn US, 





und wenn man erwägt, dafs /'(n). Ti—n) = —: 


1 x” sin ”]: 1 1—z)"1 , 
— m u — . Ü2 
(a— bb)!” st x —bz 3" ’ 
0 


oder, wenn man x statt 5 und «@ stalt x setzt: 


(4.) | = uf 1 0% 
(a— sa)" 7 a—rz2 l—zjlenzn ® 
0 





























woraus 
u “41 0% zz 
(9.) En 5 1 „\l-n“n En ‚\lon an cı 
J 0.83 (1— 2)" 2 (a— a) ""a”sınnna 
folgt, in welcher Formel aber nicht 2 = a, oder «= 0 zu seizen, und 


>0. R ) 
n__4 ist. Für n=}% findet sich 


n “4 0% sc 
(6.) Ve — Ma—ax) 


woraus z.B. für 2 —=0: 











Y@— 


folgt, wie bekannt ist. 
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Aus der Formel (5.) läfst sich leicht ein weit allgemeinerer Ausdruck 
ableiten, indem man beide Seiten rmal nach « LNEREN Es ist: 























0° 1 1.2. 
da®° U— XI Jes ( 1)'- een ". 
o° 1 „ M—n)(?—n) .... (s—n) 
. “ana er (—1) (a— a) 9 
1 I) = n(n+1)... (n-Hr—1) 
ca’ \a” en +» 


demnach 





. (= r) 


GE 35 Lem em. ... (r—n) % r don)2—n) (rin) n 

















(a— a) Himra" 1 (a— a)” art! 
n.(r—1) A—n)(? —n)...(r—2?—n) n(n-+1) let 1 ee irr E 
1.2 (u—ı rn —] art? ) Tr (a— r)"-! antr " 


Demnach erhält man aus (5.): 


2 1 1 0% 

(7.) Saar "A 2)lOnzn 
an). ar) 1 I; (r—n) 2 r ‚don)2— n: (rin) U—X 
2n a”(a yr n 


E n(n-+1) (ntr—1) | 4 d-+n)@- .r—ltn) «u 
‚ r.(r—1) I—n)2n)...(r—r2—n) fa—x d—xX 
* (2+n)8+n).. ‚(r—1-+n) (> ) 2” me Hass nz 


So z.B. erhält man für n—4: 


' ” 1 02 
S. / a 
(9) (u— xz)'t! y(z— 2°) 


1.3.5... (2r—I1) 1 [ u 1 a—x 
2.4.6... ar (“— a) yla’— ax) ı 1 QAr—i) a 


+ en (>) + yo + Ir 


Setzt man 20, so ergiebt sich hieraus 

r 1 ı r(r—1) 1.3 wi 2.4.6...2r 
9) ITzT0Y 1.2 (Ar—1)(2r—3) wre 1.3.5... @r—1) 
Setzt man allgemeiner in (7.) 2=0, so folgt: 


d—n)?®—n)... ron) | # En ... (r—in) 
n(+n)....(r—l+tn) | 1 +n)(2-+n) ...(r—1-+n) 

L ne d—n)2—n)...(r—2—n) | 
12 (&+n)(d+n)...(r—i+n) 
nn n...? 


ala)... (n+r—1)? 
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woraus, nach einer leichten Umformung, 
r.(r— 


(10.) Pr+i1-n)/(n) +2 Tr—n)I(n-+1)+ TE An)In+2)+- 
+ +/(1—n)I(n+r) — Pe 14) 


sın nzı 





folgt. Hier, wie in allem Vorstehenden, ist r eine positive ganze Zahl — 0, 


n — g Für n=4 erhält man aus (10): 


r r.(r—1) 


FE+ DPD ITE-BIWH ST TE-ITD+ 
+ WIe+H) = alle), 
Rücksichtlich Dessen, dafs oben unendliche Reihen angewendet wurden, 
die nur insofern gelten, als sie convergent sind, wäre zu bemerken, dafs 





die gefundenen Resultate, also namentlich die Gleichung (5.), auch nur gelten. 
insofern die angewandten Reihen convergent sind. Jedoch ist klar, dafs die 
Gleichung (5.) und also auch (7.) gelten, so lange alle Elemente der be- 
trelfenden Integrale endlich sind; was sech nach bekannten Sätzen recht- 


fertigen lälst. 
Sinsheim, Ende Januar 1847. 
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31. 


Die Lagrangesche Umkehrungsformel. Directer 
Beweis des Taylorschen Satzes. 


(Von Herrn Dr. Dienger, Prof. der Mathematik an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe.) 


Di. bekannte Lagrangesche Formel, welche y aus der Gleichung 


y=arafıy 

nach steigenden ganzen Potenzen von x giebt, ja selbst eine beliebige Function 
F(y) von y, ist namentlich von Cauchy, dem die Wissenschaft so viel ver- 
dankt, strenge abgeleitet worden. Im Folgenden werden wir den Grundge- 
danken Cauchy's im Allgemeinen folgen, um die höchst wichtige Formel 
zu beweisen. Zugleich haben wir dabei die Absicht, die T’aylorsche und 
Maclaurinsche Formel durch directe Summirung der unendlichen Reihe zu 
suchen. Nach unserer Meinung sind nämlich Entwicklungen ?n unendliche 
Reihen unzulälslich, wenn ein geschlossener Ausdruck, wie es jede bestimmte 
Function einer Gröfse im Allgemeinen ist, nicht einer unendlichen Reihe gleich 
sein kann, sondern blofs einer endlichen, also geschlossenen Reihe. Dagegen 
aber kann er die Grenze (und dies Wort in dem Sinne genommen, welchen 
ihm Dirksen in dem „Organon der gesammten transcendenten Analysis” bei- 
legt) einer unendlich fortscheitenden Reihe sein. Aber eben deshalb mufs die 
Aufgabe so gestellt werden, die Grenze dieser Reihe zu finden, wenn sie 
eine solche hat, d. h. convergent ist. Die allgemeine Aufgabe bezüglich des 
Maclaurinschen Satzes ist also: nicht aus f(x) die Reihe 


() FOH+ELFO+ ZI O)+ --- 


zu finden, sondern vielmehr nachzuweisen, dafs die Grenze der Reihe, deren 
allgemeines Glied 


n 


KOHL OHIO) + +00) 


ist, f(x) sei, oder, in gewöhnlicher Weise gesprochen, dafs die Summe der 
Reihe (a.) gleich f(x) ist. 
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I. 
Es sei die unendlich fortlaufende Reihe 


38 u 
1) HO)+ PO) -+77% 








gegeben, von der man wisse, dafs sie convergent ist innerhalb gewisser 
Grenzen von x. Man stelle nun die Aufgabe, die Summe dieser Reihe 
innerhalb derselben Grenzen von x zu finden. Dafs (0), (0), ..., 
welche die bekannte Bedeutung haben, endlich und unzweideutig bestimmt sind, 
folgt schon daraus, dafs man weils, die Reihe sei convergent. 


Betrachtet man den endlichen Ausdruck 


P0)+ TPO)+ 75 ym(0) = X 





so kommt die Aufgabe darauf hinaus, die Grenze zu finden. welcher sich 
A, mit unendlich wachsendem r nähert. 


Es sei & eine unendlich kleine Gröfse, so ist bekanntlich 




















’ p(E)— (OÖ) 
p 0) mn f s f EA 
PR) — ul) FÜ) — (0) 
- v)— FO) _ € € pl) — 2 (e) + (0) 
n po (U) =: u - Zoe Be) . 
(2.) o. 
(r—1) A 
Fire) 13 Pr 298) PO) 
y0)— er . 


wie es, auf die angegebene Art fortschliefsend, unmittelbar folgt. Heifst nun 
A die Summe der Reihe (1.) und bezeichnet man durch 


Gy(n) 
den Werth. dem sich die Function w(n) für unendlich zu nehmende n 
nähert, so ist 


n=x 

















X — 6(X,), 
also 
nm 2) —2p()+Y (0 
x Glen A METER. (eyaatzpptan.. 
gras rn... 
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ww 
N 
de) 


Offenbar aber kommt diese Gleichung auf Folgendes zurück: 


x = 6 [a -HP+lz + Fe 
KOLTRE LT PaBrEaver TI 
+(2) 99 -- (NE )n rn i? 























ORION ruTen " 





wenn man erwägl, dals 


- ad) - it 


ist. Die Gröfse X ist also auf die Summe der unendlich fortschreitenden Reihe 





(3.) TUE TEICHTIOREE > )e* PIERRE: ep) 


. . .. * .. ” = 
reducirt. Der Bedingung für & wird Genüge geleistet, wenn man = — setzt. 
H 


wobei, wie überall, » unendlich grofs angenommen wird. Man darf also X 
als die Summe der unendlich fortschreitenden Reihe 


+) HE) +-- 


ansehen, d.h. es ist 


'S [e"4(0) + ne "(4 . BP (m )t er 1 n’ m. )+e 


rl. 


für n= © Null, wenn r<Zn, denn es 














ra" 


Bekanntlich aber ist die Gröfse - : 2 





EEE Lues n” n” 1 ö 
ıst == 3 „ was offenbar für 


1...r 1...re® 1.2..7 n” nr 
et Teint 
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n— x Null sein wird. Von dem Ausdruck für X bleibt also blofs das Glied 
(4.) er er (2) = a m 


übrig, wenn man annimmt, dafs (0), p(e), 207 ... p(x) endlich seien, 
d.h. dafs g(x) von 2—=0 bis 2—=xr endlich sei. 
Die vorgelegte Aufgabe ist also jetzt auf Berechnung des Ausdrucks (4.) 











zurückgeführt. Nun ist: 


mn” n 2 


n 
ee ir a Ku 1 —/ 
1 n (1-—) ge ee n— ) 
1 (1-— ee A) Bu " . 














a Be 


| er ar) 2er) He en. x TORUIFETTEEL PR +1f1- =) 
Es ıst aber für r<n: 


. 1 r u ; 
(1 — ui (7 Satzsst ...), 











also 





De 
a 4 R—1 az 


. n rd de) : ai A | 








Da hier n unendlich grofs ist, so ist 


n—1 1 
PER, ui... ah 


Dr > 





zu setzen, d.h. 





HAI + 
[73 +73 tzatıst 2 


| 





Um den Ausdruck 








5) stsstrat 


zu summiren, bemerken wir, dafs 


-U-9)= I4HtT+" 
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also wenn man integrirt: 
3 4 


| 31 FE; ME a 
e+1-z)ll-2) = IgtaFtZ771 





ist. Da sich die Seite rechts dieser Gleichung für x = 1 auf den Aus- 
druck (5.) reducirt und dieser convergent ist, indem es der gröfsere Ausdruck 


ce 
erg 7 
ist. die Seite links aber für e==1 auch —=1 wird, weil bekanntlich 


1— z)l!1— x) 
Null ist für 2==1: so erhält man 


ELDER 
IS TE 73 Ta a5 rt 








und also 


für n= x, demnach 








für n—= x, und somit 


| 


> \ \ ° j 1/ 2 m, x Ai \ / \ 
(6) KOT ZINN ZZ" V+ = pe); 


vorausgesetzt, dafs die Reihe convergent sei, wobei also natürlich die Gröfsen 
p(0), g'(O),.... als endlich angenommen werden müssen, und dals (2) 
endlich sei für alle Werthe von 2, von 2=0 bis z=r, diese Grenzen 
eingeschlossen. 
Diese Formel (6.) ist die bekannte Maclaurinsche Formel. 
Man setze hier 
y2) = f2+%), 


so ergiebt sich unmittelbar: 
a) FH HS + = flete), 


wenn die Reihe convergent ist, wobei also f(x), f'(z),... endlich ange- 
nommen sind‘, und wenn f(y--X) endlich ist für alle Werthe von y, von 
y=0 bis y=z, diese Grenzen mil eingeschlossen. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 4. 39 





LiW 
[IN 
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Nach diesem, wie es scheint, völlig strengen Beweise des wichtigen 
Taytorschen Theorems, bei welchem zugleich «alle Bedingungen seiner Existenz 
zum Vorschein kommen mufsten, was eben die Folge dieser Art die Reihen 
zu betrachten ist, wenden wir uns zu dem andern der beiden Theoreme. 


11. 
Es sei f(w) eine Function von u, die so beschaffen ist. dafs f(O), 
fo). f"(0), ... alle endlich sind; dafs ferner f(w) endlich ist von «= 0 


bis @-— x, und f(0) nicht Null. Nun sei die Gleichung 
(8) z—-ıfa) = 
segeben, so ist für = 0 offenbar z=0, und umgekehrt, für 20 auch 
2=—=0; d.h. die Gleichung (8.) hat eine Wurzel 3—=y, die so beschallen 
ist, dafs sie für s==0 sich auf Null redueirt. Zugleich wollen wir annehmen. 
dafs diese Wurzel nicht auch zugleich die Gleichung 
1— ırf' (2) = 0 


befriedige, oder dafs nicht zu gleicher Zeit 
(9) y-rf(y) =0 ud 1—zrf(y) = 0 

sei; was darauf hinausläuft, anzunehmen, die Wurzel sei eine eenfache Wurzel 
der Gleichung (8.). Da x eine willkürliche Gröfse ist, so werden wir uns 
also x von O bis zu einem Werthe % gehend vorstellen, der so angenommen 
ist. dals von 20 bis 2% die Gleichungen (9.) nicht zu gleicher Zeit 
Statt haben können. Zugleich ist nach den gemachten Voraussetzungen klar, 
dafs innerhalb gewisser Grenzen von x, nach dem Theoreme (6.): 


m =? i | 
10) fa) = FfO+TFO+7TFZF Or 


ist. d.h. dafs. wenigstens für numerisch kleine Werthe von 2, f(x) sich in 
eine nach steigenden positiven Potenzen von x fortgehende Reihe entwickeln 
lasse. oder genauer, dafs es der Grenze einer solchen Reihe gleich sei. 
Ganz eben so folgt (nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauch ausge- 
drückt). dafs 
z— ıf(2) 
sich in eine nach ganzen positiven Potenzen von 2 forigehende Reihe ent- 


wickeln lasse. und da 


y-afıy) = 0 
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ist. so folgt nach einem bekannten Theoreme: 
(11)  z-2fl@) = (z-y)y(a). 


wo w/z) die nämliche Eigenschaft zukommt. Die Gleichung (11.) aber ist 
eine 2dentische; woraus sich ergiebt, dafs sie auch Statt hat, wenn man nach 
x allein differentirt, d. h. es ist auch: 


12) 1-xf’@) = vi)+@—y)V@) 
Aus (11. und 12.) folgt: 











A__rf! = 1 (2 
u. I (®) nn un 2 5 odeı 
di 2 ) s—xıf[ (2) ne 4 w(2) 
wi)  A—rf'(s ) 
(2) T 2 — ı f(z) 2—y 


Auch die Gleichung (13.) ist eine ?dentische Gleichung. Läfst also eine 
Seite derselben sich in eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende 
Reihe entwickeln, so mufs auch die andere sich eben so entwickeln lassen. 


Ist #'x) eine Function von 2, von der Art, dafs FO). F'(0). #"0),... 
alle endlich sind, und ist Fu) endlich, von u—0 bis u=z, so läfst sich auch 


F (2) — F'(0) 





in eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihe 


- 


entwickeln; wenigstens innerhalb gewisser Grenzen von 2. Aus (13.) folgt 


nun. dafs 2dentisch 
aa) Ya.F@-FO _ 1-ef'@, F@)—FO) __1_‚F@)-FO) 


w(2) 2 2— x f(2) »0 z—y 2 











sei. Offenbar hat die Seite links dieser Gleichung die Eigenschaft, sich nach 
ganzen positiven Potenzen von %& entwickeln zu lassen. Denn da w(O) nicht 
Null ist, wie sich aus (11.) ergiebt, so sind (0), 90). g’(0). ... endlich. 
w' (2) 
w(2) 
Die Seite rechts der Gleichung (14.) mufs sich also ebenfalls in eine nach 





wenn (2) — ist. Ferner ist dann auch p (a) endlich von u=0 bis u— x. 


ganzen positiven Potenzen fortschreitende Reihe entwickeln lassen. 
Nun ist 


i—ırf'2) __ 0 
s—ıfle) 
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Da x beliebig ist, so kann man sich & auch so klein vorstellen, dafs, was 








auch z sei. der Modulus von —fi2) < -ü ist. In diesem Falle ist aber 
(1 — Zf(e)) — — —f(s) a MP ER 
olf PR. „0 >\? ET TERNE 
Anz) AIR - el 2 
also 








2 tele 


Ferner ist 





1 —1 f ’ 2 
» B 28 ei au ı ) y 
KR Ee TER (1 BE vr art 


indem, wenn x klein ist, auch y klein ist, weil y mit x verschwindet, so dafs 
man x immer so klein annehmen kann, dafs der Modulus von r 1 ist. 


55 
N 


Setzt man zur Abkürzung f(z)= Z und bezeichnet durch 

















OÖ" m 
Fu 
o" P Ri 
7 u m - . ) 
den Werth von a (# )= > ((f2)”) für 30, so ist nach (6.): 
Ps =» 2 
Fı 1; u e.B 6) „%ı a © „ | 
Z nn Zi, 14 Bi 1.2 92° 2 Are 
Ferner ıst 
) (6) 
— :(fz)" FR —Z' 
Kl (22) r(f(2))"” |, © 2 Ar rZ' , 0% 
O% x e- r+l1 \ yr en his yr+l er ur 

















? 4 r z 0 „ r 1 2° o r I 
un r+1 IZ; | 1 fo: Zu 1 2 2 O3” ‚Zi- j } 
E= 1 Ö 7 I 2 0” Ar z? 0° VAR } i 
s’ Löz 01 4 92: 07 1.2 28 ke WE} x 





‚ZU — ei r—?2 0° YA 
gr I Tr 


Betrachtet man dieses, so erhält man aus (15. und 16.) 





EEE 
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3 1—.rf'(z) 1 
























































3— .ır f(2) 2—} 
41 r F 0° ZZ 22 0’ zZ >.2” o' Z 
zu —— — —- .— 4yn+ - — fu.» 
2 SITE ET ET UT TEIT ET 
a u 2Z,_ 1 OÖ - 1 a 23 0° 7:1 
au gt &% »74,2.3 9° "17,4 a. u 
8 | rZr (r—1) 8 zZ 1 oz | | 12 
r y "Sue: 1...(r—1) ?ozt | (+1) Oyrrt | 
E00 y” 
u u 
1 u a: ; gr’ om 
u ae We ee . A gr 
Er 2,2 | Y | 4 Z, 9 0% Z; | 1 3 03° 2 - | n } og Z | 
1 N get 9 rt? 09° 
% ar Zr ı ° u nt * © Er 
I gr+l | ) ri Zu | r+1 x Zu | r+2 Or? ZU 





Man multiplieire diesen Ausdruck mit 


F z —F 0 vr, vr 
= = F'O)+ 75 F"O+ 


- 


vr 














1.2 


a ar # , ii 
so erhält man als Coöfficienten von — in der Entwicklung: 


— 























n All “ vr,fN\ y’ WERE 
.. Eu use Bis (0) 
EN SERREER 
+ [ED or Zr 4 un at on 
nl I T...n 'afl 1.2 OT... (n—ı) 
I 3 Fo - ZH nF | 
| n+1 # 2. 5 O3"? 1...(n—2) | 
Da aber 
ze - F@a+S Fa) Zr 


so ist offenbar der Coäfficient von 


= 
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1-1 _[r mm. Pr), .. Fo) | ] 
(17.) Be air + ai 
he 3 r V/n 7: E'(z x’ 0° 31V /o\ N 
(#4 STTS > (*) 1 1.2.3 Or? (Z’F 63) Aaı 
2” 9+ n F'( 
ee wer . 1 (Z78 Dr 





wenn man durch 2, (Zr F' (2 :)), den Werth bezeichnet, den — (ZU (a )) 


für z=0 rk 

Da sich aber die Seite rechts der Gleichung (14.), was auch x sei. 
für Werthe von x innerhalb gewisser Grenzen nach ganzen positiven Potenzen 
von & mufs entwickeln lassen, so folgt, dafs der Ausdruck (17.) identisch 
Null sein muls. 

Ist daher die Reihe 








—F'(0) w (0) a3" '0)- 
convergent, in welchem Falle sie nach er gleich F(y)— FO) ist, so ist 
es auch 
u 
TR =" Ds; | 
„(Z#F (2)) - 5 (ZH (Z)) + . 


und umgekehrt. Unter dieser Voraussetzung erhält man demnach 


[is 


AO V, ‘ v,N\ Y x° O \2 „, i 
(18) Fi) = FOL. Ft Zlfe).F eo), 


1.3.3 7- ; LE F'( pt + 


welche Formel die verlangte ande ist. Wiederholen wir also 
das Obige, so gilt sie unter folgenden (gleichzeitigen) Bedingungen: 
I. Wenn fx) so beschaffen ist, dals f(w) endlich ist von «—=0 bis uv—y, 
fi0). f'(0), f'(0), .... alle endlich sind und f(O) nicht Null 
2. Wenn F'(z) die gleichen Eigenschaften hat, wie f(x). nur dafs F'(0) 
auch Null sein darf; 
3) Wenn die Reihe (18.) convergent ist. 
Alsdann ist 


y der Werth von z&, welcher u Gleichung 
3 — ı[(2) = 0 

genügt. vorausgesetzt, dafs nicht zugleich 
1—-ıf(y) =d0. 























51. Dienger, die Lagrangesche Umkehrungsformel ete. 297 


ist, und welcher die Eigenschaft hat, mit x zu verschwinden. .c darf 
nur dann den Werth % annehmen, wenn von 20 bis 2% die 
letztere Gleichung nicht Statt haben kann. 


Dals diese letztere Bedingung durchaus nothwendig sei, ersieht man auch 
daraus, dafs bei der vorausgesetzten Convergenz von 


2 
Yyyr | Br vn, 5 
T# (0) 4.2 F (0) 
die Gröfse #'(w) einen endlichen Werth bekommt, für «le Werthe von u— 0 
bis «= y, also auch die Gleichung (1S.) gelten mufs für alle Werthe von 


er —0( an bis 2—= x (resp. k). 


Setzt man #(y)=y, so ist 


3 „3 
2 


19) = WHEN 








FUN 


.3 02° 
unter den so eben ausgesprochenen Bedingungen. 


Man setze in der Formel (18.), f(a--2), F{a--z) statt f(z). F(z) 
und y—a statt y, so erhält man: 


> 


\ u 4 m, IN 4 Y\2Lı/n 
F(y) = Fa) | Taf (a 13 -— (f(&)F'(2)). 


Ö': 


Q) 


Gr 


oder auch 


(20) Fi) = Fa) Fa). Fa)4 75a F a) - 


si; 


wenn f{u) endlich ist, von ua bis u=y; wenn f(a), f (a), f (a)... 
alle endlich sind und f(«@) nicht Null ist; wenn Fu) die nämlichen 
Eigenschaften hat, nur dafs Fa) auch Null sein darf; und wenn die 
Reihe convergent ist. 
Alsdann ist v—« der Werth von &, welcher der Gleichung 2 = xf(«a-+2) 
genügt, d.h. es it y—a=xf(y), oder y ist der Werth von z, der der 
Gleichung 
3 = a-+rf(2) 


genügt, wenn für keinen Werth von x, von O bis «, 
== sf'(y) 
ist, und welcher Werth die Eigenschaft hat, dafs er gleich « wird für 2-0. 


Ist 
1) ya) x 
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und soll y nach den aufsteigenden Potenzen von x entwickelt werden, so sei 


Di 
nv 


u 


eine Function von 2, welche die Bedingungen der Function f(z) in (18.) 
erfüllt. also so. dafs w(O), O0), ... endlich sind, (0) nicht Null und 
w(u) von uv—0( bis u=2 endlich sei: so ist 

z = ey(e), 
und wenn y der Werth von z ist, welcher der Gleichung (21.) genügt und 
mit „= verschwindet, welcher Werth als einfache Wurzel der Gleichung (21.) 
auftreten soll, so ist: 


us = a. Eu 
oO 2 | x’ 0° 3 


_ j E \1 4 e er , 
(22. De E; w(O) "T 13, Wa) 1 1.2.3 O3? (v(z)) 4 Pa 





vorausgesetzt, dafs diese Reihe convergent und w(w) endlich sei, von u — 0 
(2) 
Diese Reihe eignet sich zur Auflösung der Gleichung 


bis u=y; v(g) ist = 





f (2) ars 2" +42" +92" - 5% +4,_12 — E, 
wo x eine beliebige Gröfse ist. y ist alsdann die Wurzel, welche mit = 


zugleich verschwindet. Es ist hier 
1 


Wv(% Era - r 
( ) Gr 0.22 u 2 en 
und «a,_, darf also nicht Null sein. 





Specielle Anwendungen übergehen wir. 


Sinsheim. im Februar 1847. 
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32. 
Tafel der kleinsten positiven Werthe von , und , 
ın der ganzzahligen Gleichung «0, = ar, +1. 
(Vom Herausgeber.) 


Der Akademie der Wissenschaften zu Berlin in einer ihrer Classensitzungen vorgelegt. 


Der Herausgeber dieses Journals hat gelegentlich vor mehreren Jahren 
eine Tafel der kleinsten positiven Werlhe von ©, und 2, für die Gleichung 
1) ae ae, tt, 
in welener @,. 9%. 2, 2, ganze Zahlen sein sollen und «, > @, ist, bis zu 

a, — 120 berechnet. 
Bekanntlich ist bei Untersuchungen in der Theorie der Zahlen häufig 


die Auflösung ganzzahliger Gleichungen ersten Grades wie (1.) nölhig, und 


( 
es ist unbequem. die Rechnung ?n jedem vorkommenden Falle machen zu 
müssen. Es ist olfenbar besser. wenn diese Rechnung en für allemal ge- 
macht wird, damit nicht Jeder, dem sie vorkommt, von Neuem sie auslühren 
dürfe. Und auch aulserdem kommt die Aullösung von Gleichungen wie (1.) 
in mancherlei Fällen vor: nemlich überall, wo zu irgend einem in gröfseren 
Zahlen gegebenen Verhälinifs ein demselben möglichst nahe kommendes 
Verhältnifs in kleineren Zahlen gesucht wird; z. B. bei der Vergleichung von 
Maafsen. Gewichten, Münzen u. s. w. 

Da auf solche Weise die oben bezeichnete Tafel auch Andern von 
Nutzen sein kann, so theill der Herausgeber sie hier mit. 

Der Tafel vorausgehend. möge aber berichtet werden, auf welche Weise 
sie berechnet worden isl, damit die verschiedenen Erleichterungen, deren man 
sich dabei bediente und welche die ganze Arbeit bis aul sehr Weniges ver- 


minderten, von Denen, die elwa geneigt sein möchten, die Tafel. wie es zu 


0 
wünschen ist, weiter forlzuselzen, ohne Weiteres benutzt werden können. 
Hätte man nämlich die Werihe von x, und ©, für alle die verschie- 
denen Werthe von «, und für alle zu jedem «, fheilerfreimden a,, deren zu- 
sammen hier bis zu @,== 120 schon über 4000 Paare sind, nach irgend einer 
der bekannten Auflösungs-Arten der Gleichung (1.) berechnen wollen, z. B. nach 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLIi. Heft 4. 40 
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der Bachetschen Art. mittels Verwandlung von Er in einen Kettenbruch, wel- 


ches Verfahren für einzelne Fälle immer noch das bequemste ist, so würde 
die Rechnung ungemein viel Zeit und Mühe erfordert haben und, eben dadurch. 
auch mehr oder weniger unsicher geworden sein. Es kam also auf Krleich- 
ferungsimittel der Rechnung an, und deren giebt es mehrere. Zum Beispiel 
folgende. Mittels derselben ist die Tafel aufgestellt worden. 

I. Man nehme, da vermöge der Gleichung (1.) & und x, alle die 
Factorenpaare von a,2,—1 sind, von a, die Vielfachen, etwa bis zum 
10fachen, so geben die Factorenpaare dieser Vielfachen weniger 1, unmittelbar 
die zu a, und «, gehörigen Werthe von @, und z,. Da z,, bis zua, —=117, 
nicht 10 übersteigt, so läfst sich die Tafel auf diese Weise bis zu „= 17 
mit geringer Mühe vollständig aufstellen. Auch für gröfsere «, kann man, 
wenn man will, das Verfahren anwenden und gelangt dadurch unmittelbar zu 
mehreren Werthen von @ und .;,. 

II. Da die Gleichung (1.) nichts anderes ist als 

(2) 4 — 2)+-1 = ma —ıt,), 
so kann man. wenn &— x, durch p und „— x, durch 4 bezeichnet wird, 
willkürlich »=1, 2,3, ... 10 setzen; dann giebt jedes Factorenpaar von 
a,p-+-1 zusammengehörige Werthe von @ und g, also a, unmittelbar und 
darauf 2, = a,—g und 3» —=@—p. So kann man wieder mehrere, be- 
sonders gröfsere Werthe von @, x, und &,, unmittelbar und mit geringer 
Mühe finden. Z.B. für = 31, — , —=p==4 gesetzt, giebt a,p 1125 
—9.25, also m —=25 und = a — 2, —=5; also z, —=31—5—=26 und 
= b—p—=r25 —4— 21. 
Il. Die Gleichung (1.) ist auch nichts anderes als 
3) (tn) — (.-+-nn,)&2, +1; 
wo n jede beliebige ganze Zahl sein kann. Also dieselben Werthe von z, 
und x,, welche man für Aleinere a, und a, gefunden hat, gehören auch zu 
allen den gröfseren Werthen @,--nx, und &-+-nx, von «a, und a,, und man 
braucht sie blofs in die fortgesetzte Tafel hineinzuschreiben. Z.B. für «= 
und % =) ist 2,—4 und m, —=3; also ist auch für a, = 11, 15, 19, 23, ... 
und »==5,8, 11, 14,..., 2,=4 und 3. 
IV. Da die Gleichung (1.) auch so viel ist als 
(4) (na — 2) —= 








(na, — 7), + 1, 





wo n wieder jede beliebige ganze Zahl sein kann, so sind a, und «, gleich- 

















52. Tafel, die yanzzahlige Gleichung a,2,=a,x,+1 betreffend. 301 


mälsig die zu allen Werthen na, — x, und n«,—.r, von a, und a, in (1.) 


gehörigen Werthe von x, und &,, und man darf sie daher nur wieder in die 
fortgesetzte Tafel hineinschreiben. Z. B. für 4 =7 und ==5 ist ı, —4 





und =»; also sind 7 und 5 gleichmäfsig die Werthe von .r, und «, für 
die Werthe na, — x, = 10, 17, 24, 31, ... und n«,— x, —T, 12, 17, 22,... 
von @, und «. 

V. Da in der Gleichung (1.) « und x, verwechselt werden können. 
so füllt jedes für x, und .r, gefundene Werthenpaar, für das gleiche a,. 





zwei Stellen in der Tafel aus; die wenigen Fälle ausgenommen, wo =, 
ist. ZB. für a =3 und , =9ist 27, =24 und 2, ={7; also ist auch 
für 31 und = 24, 2, —=9 und ,—=T17. Dieses Umstandes wegen 


sind schen überhaupt fast nur die Hälfte der Werthe von x, und x, zu 
suchen nöthig. Desgleichen folgt hieraus, dals x, für das gleiche «a, «alle 
Werthe von «@, durchlaufen mufs; was zur Probe der Rechnung dient. 


VI. Wenn in der Gleichung (1.) @, oder a, mit irgend einer ganzen 


‚ . “ . r dt. 
Zahl ın aufgeht, so gehören zu demselben a, und x, auch die Werthe — 
; ” m 





Bey r, .. og. (97: 
und mx,. oder ma, und —. von « und 2,. Z.B. für 4, ==37 und —22 
i am 
ist &,=5 und u. =3; also ist auch für 2. —=11, z,=10 und 2z,=3, 


Vli. Eben so: wenn &, durch m therlbar ist, gehören zu ma, und 


. r . .. -; 
se dieselben Werthe von «, und x,,. wie zu a4, und u. Z.B. für «,==52 
3 


und 9, =24, ist »—=43 und x, = 29; also ist auch für «== 104 und 
—=12, ==43 und 2, =29. 


VIH. Für diejenigen «, welche in «--1 aufgehen, so dals z. B. 
a, +1 
n 
diese Werthe von @,, ©, und x, in (1.) gesetzt, giebt a, (a —1)—=a,(,—n)- 1 


4, = ist, sind die zugehörigen 2, =a,—n und »—=a,—1; denn. 


oder — = — nm-+1 oder — = —am—1-1; wie gehörig. Z. B. für 
4 —87 und w=22 ist n—=4, also 2,— 87 — 4—=83 und ,—22—1—21. 
IX. Da die Gleichung (1.) nichts anderes ist als 


5.) (a+na)a, —= (2, +-nr,)—1, 


so gehören zu den Werthen a,-; na, und a, von a, und @ die Werthe 
na, und ©, von x, und z,. Z.B. zu „=1?7 und =5 gehören 
x, =10 und ©, ==3; also gehören zu «a, —=2R2, 27, 32, 37, ... und =) 
die Werthe 13, 16. 19, 22.... von z, und 3 von ın. 





40 .. 
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\. Ist die Tafel bis zu irgend einem Werthe von «a, vollständig 
aufgestellt, z. B. durch das Hülfsmittel (1.) bis zu «17, so lassen sich 
weiter, je für ein um I gröfseres a,. die Werthe von x, und x, zu allen 
verschiedenen @, die Aleiner als 4a sind, aus der vollständigen Tafel wie 
folgt sämmtlich unmittelbar finden; also auch diejenigen x, und .,. zu den 
Werthen von » < 4a, gehörig, welche die andern Hülfsmittel noch nicht ge- 
liefert haben. Bezeichnet man nemlich durch a, und %, die zu «4, — «a, und 


zu 4 <_ 4a, gehörigen Werthe von x, und ©, wo nun 4, >17 sein kann, 
so dals 

(6.) (d—4)w — U, 1 
ist. so finde man w, und =, in der vorhandenen vollständigen Tafel für alle 
“a, 4a,; jedoch nur für diese, weil in (6.), gemäfs (1.), «4, — @ > 4a,, also 
«<_ ta, sein mufs. Hierauf giebt (6.) 

(.) am = 4Uu-+%)-Hl, 


und folglich sind die zu 4 >17 und &<Z4a, gehörigen Werthe von «, 
und x, gleich vu, --%w und %,. ZB. für —=18 und , —=17 it , — a=11 





und für 11 und 7 giebt die bis «= 17 reichende Tafel v,—=3 und u —=2; 
also sind die zu «4 —=18 und ,=1 gehörigen Werthe von x, und x, gleich 
u.t0,=5 und u =2. 

XI. Da das Mittel (X.) nur die zu 4,17 und &<Z4a, gehörigen 
Werthe von x, und x, giebt, so fehlen noch die zu >> 4a, gehörigen 
Werthe von x, und &,. Diese finden sich, wie folgt, oAne weitere Hülfe 
der vorhergehenden Tafel unmittelbar aus den Werthen von x, und x, für 
a,_ ta alle; also auch diejenigen, welche nicht etwa die andern Hülfsmittel 
schon gegeben haben. Bezeichnet man nemlich durch v, und v, die zu «, 
und «4, — a, gehörigen Werthe von x, und x,, so dafs 

8.) an = (1—a)v, +1 
ist, wo nun v, und ®, gerade diejenigen Werthe von x, und z, sind, die 
durch das Hülfsmittel (X.) gefunden wurden, so sind die zu «, und @, ge- 
hörigen Werthe von x, und x, folgende: 
9) za —v und nn = ,+n—v. 

Denn, diese Werthe von x, und &, in (1.) gesetzt, geben .(-+%,—v,) 
— (a, —v)+1 oder 4% = (M,—M)v, +1, und dies ist die Gleichung (8.). 
Z.B. für ,=18 und a — a, =17 (also 3 =11>}a,) gab das Hülfs- 
mittel (X.) , =5 und  =2; also ist für ,„ =18 und & = 11, 
ZT, — 18 —5==13 und %—=11+2—5 == 9, 
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Xll. Statt durch das Hülfsmittel (XI.) kann man auch noch wie folgt 
die zu «, und > 4a, gehörigen «, und x, finden. Bezeichnet man nemlich 
die zu d, und d, gehörigen Werthe x, und &, durch ww, und ws, so dafs 

(10.) bw —= b,w, +1 
ist, so ist auch 


(11.) (b, ‚-nw,)w» — (b, nw,)w, 1, 
wo n jede beliebige ganze Zahl sein kann. Sucht man nun ein ,=a,- new, 
aus, zu dessen w, ein yrofses b, gehört. so dals d,--w, — 4a ist. so geben 


w, und ww, die zu d,-nw, —a, und b,-- num — a, — 4a gehörigen Werthe 
von x, und &.. Z.B. für = 106 giebt d, =95 mit w, = 11, b, —= 69 
und 8; also ist für  —=95 +11=106 und » = 69 - S— 77, 2, — 11 
und 2, —=N9. 

Diese verschiedenen Hülfsmittel haben die Aufstellung der Tafel in 
dem Maafse erleichtert. dafs dazu zusammen nur etwa 16 Arbeitsstunden 





nöthig waren. 
Es wäre zu wünschen, dafs Jemand, der Zeit und Beruf dazu hat. 


die Tafel wenigstens bis «, —= 1000 fortsetzen möchte. 
Berlin 1851. 


Umstehend folgt die Tafel. 
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52. Tafel, die ganzzahlige Gleichung ax, =a,x, +1 betreffend. 31 




















u= “rn a =101 | «,=102| a, =103 | a, = 104 | a =105 | a, =106 | a, = 107 
ı, 8, w,| 2 8, “8 8, “0 4, a0 @, | a0, %, a, ».| a, u m, 
1100 1'633 8 5] 65 9158| 47 46 21 1105 1 | 23 7316| 41 31 I2 | 27103 26 
2 50 1| 64 71 45 67 3523| 48 15 7 3 69 2 26 4 1 43 69 28 28 42 11 
3672165 375 | 1 905 | 9 110 553 A 9 Tai) 5 7331| 29 59 16 
a 25 1) 66 2617| 73 9568| 50 3517| 789 6| 31 4413| a7 9 A, 30 8223 
5201| 67 3 2| 7937| 51 21) 923 2| 32 8225| 49 93 43 | 31 69 20 
6 84 5| 68 4933| 79 7155| 52101 51 | 11 85 9 | 34 7123| 51 2713| 32 10 3 
7 72 5| 69 6041| 83 43 35 | 53 6835 | 15 97 14 | 37 17 6 | 55 79 41 | 33 94 29 
863 5|I 70 8861| 89 5518| 54 243 | 1755 9 | 38 5821 | 57 13 7| 34 22 7 
9 56 5| 71 6441| 91 6558| 55 8847 | 19 93 17 | a1 6425 | 59 9754| 35 55 18 
10 10 1| 72 7 5| 9 7368| 56 5731 |) 21 9920 | 43 83 34 | 61 33 19 | 36104 35 
155 6) 73 8360| 97 4139| 57 5631| 3 9 2| 44 3113 | 63 3722| 3726 9 
12 42 5| 74 15 11 | 101 1 1| 58 8749 | 25 7919 | 46 8939| 65 75 46 | 38 76 27 
13 31 A| 75 35 236 59 96 55 | 27 7720 | 47 6730 | 67 8755 | 39 96 35 
14 3551| 6573| a=-13| or 7) 9 3r| a 2a ıl 9 38| AO 8 3 
15 7411) 77 8061| 61 2716 | 31 57 17 | 53103 52 | 71103 69 | 41 60 23 
16 82 13| 78 2217| % 9% 2%) 62 9859 | 33 63 20 | 58 38 21 | 73 45 31 | 42 28 11 
17 95 16| 79 23 18 1102 1| 63 85 52 | 35101 34 | 59 16 9 | 75 65 46 | 43102 4 
18 28 5| 80 77 61 2 51 1| 64 3723 | 37 5921 | 61 7443 | 77 11 8| 44 17 7 
19 85 16 | 81 96 77 334 1) 65 1912) a1 7128| 92 2213| 955 A) 45 19 8 
205 1) 82 1613| 4 77 3| 66 39 25 3 2912 | 64 41 25 | 81 1713 | 46100 43 
2124 5| 83 73 60 5 4 2| 67 8354 | 45 6729 | 67 4730| 83 83 65 | 47 66 29 
22 7817| 54 65 6 17 1| 68 53 35 47 73 33 | 68 8857| 85101 81 | 48 78 95 
23 7918| 85 19 16 7 44 3| 69100 67 | 49 87 41 | 71 3423| 87 6755| 49 24 11 
24 21 5| 86 27 23 8 90 7| 70 3517| 51 53% | 73 2316 | 89 25 21 | 50 92 43 
5 4 1| 87 6556|) 980 7| 71 2920| 53 51 %6 | 7a 6143 | 91 9985| 51 86 4 
26 66 17) 88 7061 | 10 72 7| m 10 7 | 517 9| 76 2321 | 93 49 43 | 52 72 35 
27 86 23| 89 59 52 | 11 28 3 | 73 7956 | 57 31 17 | 79101 76 | 95 2926| 53 21 
28 15 5! 90 46 MM 12 60 2 74 32 23 | 59 37 21 82 32 25 | 97 59 54 | 54105 53 
29 94 27) 91 91 82 | 13 95 12 | 75 92 67 | 61 7544| 83 A334 | 99 91 85 | 55 35 18 
30 3711| 92 45 41 14 22 3| 76 42 31 63 33 20 | 865 94 78 | 101 85 81 56 2111 
31 13 A| 93 3855| 15 48 7) 77 a 3 | 67 4529 | 88 68 57 | 103 7169| 5715 8 
32 4113| 94 2927| 16 5 7| 78 3235| 69 3 2| 89 4639 |105 1 1| 58 83 45 
33 5217| 95 1716 | 17 6 1| 79 7356 | 71 41 28 | 92 97 85 59 29 16 
34 98 33 | 96 81 77 | 18 40 7| 80 9 7| 73 4733 | 94 86 77 | u. —=107| 60 41 23 
35 752%! 97 7673|) 19 6512| 8ı 8970| 75 61 44 | 97 92 85 7% 
36 14 5| 98 34 33 | 2036 7| 82 5443 | 77 2720 J101 9976| % | 62 8851 
37 30 11 | 99 51 50 | 21 49 10 | 83 6754 79 25 19 | 103 53 52 1106 1 63 90 53 
3893351100 ı 1) 2214 3| sa 3831 | SI 5 74 J)ı0 1A 2531164 53 
39 44 17 3411| 5698592) 83 5 4 3 71ı 2| 65 7948 
5321| a, =102| %4 30 7| 86 9781| 51 9) a —=106 4 80 3| 66 47 29 
4 3213| 25 7017| 87 5849 | 87 49 41 5 64 3| 67 9 62 
= 12 5351| 9% 9 9% 26 99 25 | 88 55 47 > 7 61 9 68951681 7 
43 54 23 1101 11 27 6116| 89 81 70 | 93 19 17 1105 4 761 A| 69 31 20 
4 3917| 561 31 81 31 0 87|1|95 8174 3 351 8 40 3| 70 8153 
45 92 41 729 2| 29 7120| 91 43 38 | 97 15 14 u 4 9 9058| 71 3 2 
46 9041| 11 37 A| 30 24 7) 92 7567| 9 21 0 5 11 BP U 11 I 3% 
47 5827, 13 47 6| 31 93 285 | 93 31 28 | 101 35 34 947 A| 1168 7| 73 85 58 
48 61 29 | 19 59 11 | 32 7423| 94 23 21 | 103 1 1 | 11 77 8| 12 98 11 | 74 13 9 
49 6833| 23 31 7| 33 7825| 95 13 12 13 57 7| 13 74 9| 75 97 68 
50 21, 35 5313| 34 3 1| 96 5955 | a. =105 | 15 7 1| 14 84 11 | 76 38 27 
51 9950, 29 7 2| 35 5017| 97 8681 | 17 sı 13 | 15 57 8| 77 25 18 
52 33 17| 31 233 7| 36 20 7| 8 6259| %. 7 © 19 39 7| 16 20 3| 78 48 35 
53 4021| 35 6723| 37 6423| 99 26 35 1104 1 | 21 5 1| 17 4 7| 79 6548 
54 4323| 37 11 A| 38 84 31 | 100 69 67 2 52 1) 23 2383 5| 18101 17| 0 4 3 
5 11 6, 4 9739| 39 66 25 | 101 52 51 426 1| 25 8921| 19 45 8| 81 7053 
66 95) 43 8335| 40 18 71a ı1 8 ı3 1 | 27 51 13 | 20 16 3| 82 30 23 
57 62355| 4713 6| 41 5 2 11 19 2 | 29 9526| 21 56 11 | 83 58 45 
58 47 27| 49 7737| 42 76 31 13 8 1ı| 31 4112| 22 34 7| 84 1411 
59 89 52| 53 25 13 | 43 9138| 16 59 9 | 33 61 19 | 23 9320| 85 73 58 
60 69 41 | 55 8948| 4 73 17 37 6| 35 3 1) 24 4911| 86 51 4 
61 4829| 59 1911 | 45 16 7 19 11 2 | 37 6322| 25 7718| 87 91 74 
62 5735| 61 5 3) 6 7 21 22 6213 | 39 19 7) %6 37 9| 88 62 51 
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Tafel, die ganzzahlige Gleichung a,x, = a,x, +1 


a =112 


u —, 
39 89 31 
41 71 26 
#3 13 5 
45 107 43 
47 81 34 
51101 46 
3 15 9 
55 57 28 
57 55 28 
59 93 49 
61 11 6 
65 31 18 
m» 3 
69 99 61 
71 41 26 
3» 32 
75109 73 
79 17 12 
81 47 34 
s3 85 63 
85 83 63 
a 
89 39 31 
03 59 49 
95 33 28 
2» 
99 69 61 
101 51 46 
103 25 23 
107 45 43 
109 75 73 
5:37 
a, = 113 
d L, SL, 
1112 1 
ı m 3 
>: 5 3 
a 28 1 
> #5 3 
6 94 5 
716 1 
8 14 1 
> 2 
10 79 7 
11 41 4 
>53 
3 m -3 
14 81 
5 15 2 
men 
17 93 14 
18 69 11 
19107 18 
20 96 17 
21 43 8 
22 7715 
23 54 11 
24 80 17 
>> 923 
26 13 3 





betreffend. 


a =113 | 


1 


0, 0, @, 
27 46 

En 1.23 
29 74 19 
30 64 17 
31 51 14 
32 60 17 
33 89 26 
34103 31 
35 71 22 
36 91 29 
37 58 19 
38110 37 
39 84 29 
40 48 17 
41 11 4 
42 78 29 
43 21 8 
44 95 37 
> > 3 
46 27 11 
“7 12 5 
48 40 17 
49 83 36 
>50 61 27 
51 31 14 
»2 63 29 
33 81 38 
54 23 11 
99 76 37 
= 2 1 
>7111 56 
58 37 19 
59 90 47 
60 32 17 
61 50 27 
62 82 45 
63 52 29 
64 30 17 
63 73 42 
66 101 59 
67 s6 51 
68 108 65 
69 18 11 
70 92 57 
1 35 22 
72102 65 
73 65 42 
74 29 19 
a 3 3 
ee 25 33 
77 22 15 
18 42 29 
9 10 7 
80 24 17 
81 53 38 
82 62 45 
83 49 36 
s4 39 29 
85 109 82 
s6 67 51 
s7 100 77 
83104 S1 








a =113 


a, ©, 
89 33 
90 59 
91 36 
92 70 
93 17 
94 6 
95 44 
96 20 
97 106 
98 98 
99 105 
100 87 
101 65 
102 72 
103 34 
104 88 
105 99 
106 97 
107 19 
108 68 
109 85 
110 38 
111 57 
112 1 


X, 
26 
47 
27 
97 
14 

h) 
37 
17 
91 
85 
92 
77 
99 
65 
31 
81 
92 
91 
18 
65 
82 
37 
96 

1 


0= 114 


da 


r 


, = 
1 113 
>» 91 
76 

11 31 

ı3 33 

17 67 

23 109 

25 Al 

29 55 

31 11 

>> 33 

37 717 

41 25 

43 53 

47 97 

49 107 

33 43 

55 29 

59 85 

61 7 

6 7 

67 17 

71 61 

73 89 

717 37 

79101 

83 103 

85 59 

89 73 

ne: 

97 47 


L 


— 
Mn u SU Se ur 


40 


20 
14 
44 
38 


10 
38 
97 
25 
70 
75 
44 


zo 


If 


40 
































52. Tafel, die ganzzahlige Gleichung a,x, =a,x, +1 betreffend. 313 
a=14]) „=115| ,=116| «„=117| „=17| a =118 a=119| a =119 
a 0 =, Fe: 7 2, ur Fe 7 a m =, 0 0 ©, “0 0, a, ala, a 
101 79 70 | 59 7639| 15 85 11 1116 1| 88113 85 | 67 81 46 | 30115 29 | 97 92 75 
1335161 9% 7 51 2551| 89 635| 9 5331| 31 36), 965 
107 49 46 | 62102 55 | 19 6110| 4 29 1 | 92103 81 | 71113 68 | 32 26 7 100 94 79 
109 2322| 65 7340| 111 2 5 703) 9 5645| 73 21 13 | 33 18 5) 101 86 73 
113 1 1) 6416591 3 514 750 3) 95 1613| 75 11 7| 36 76 23 | 103 67 58 

66 54 31 | 25 51 11 8 73 5| 97 4134| 77 9562|) 37 4514| 104 8 7 
a =115 | 67 12 7| 27 7317| 10 35 3) 98 37 31 | 79115 77 | 38 72 23 | 106 55 49 
68 93 55 31101 27 | 11 85 8 | 100 6253 | 81 6746 | 39 61 % | 107 10 9 
“0 m) 71 3421|) 3 7 2| 14 35 3|101 22 19 | 83 27 19 | 40116 39 | 108 65 59 
1114 1| 7210767, 35 5316 | 16 95 13 | 103 92 81 | 85 93 67 | 41 29 10 | 109 12 11 
257 1| 73 6340 | 37 4715 | 17 55 8 | 106 32 29 | 87 99 73 | A3 83 30 | 110 53 49 
338 1) 74101 65 | 39113 38 | 19 80 13 | 107 8275| 89 5743 | 44 73 27 | 111 15 14 
486 3| 76 5939| 4A 935 | 20 76 81109 4441 | 91 3527| 45 37 14 | 113 20 19 
6 19 1| 7711275 | 43 8933 | 22101 19 | 110 67 63 | 93 85 67 | A6 75 29 | 114 24 23 
782 5| 78 2819| 45 6726| 23 61 12 | 112 47 45 | 95 7762| 47 81 32 | 115 30 29 
s4 3| 79 16 11 | 47 3715| 25 14 3|113 8885| 97 45 37 | 48 5723 | 116 40 39 
951 4) 81 44 31 | 49 7130| 28 7117| 115 5958 | 99 87 73 |) 50 69 29 | 117 60 59 
11 94 9| 2 75/5: 3511| 29 A 1)116 1 1101 76) 2A6 7118 11 
12 67 7| 83 1813| 53 35 16 | 31 83 22 103 63 55 | 53110 49 
13 53 6| 84 2619 | 55 9746 | 32106 29 | «. —=11S8 | 105 109 97 | 54 N 5) a. = 1% 
14 41 5) 86 4 3| 57 5929| 34 8635| ' 107 43 39 | 55106 49 | 
16 79 11 | 87 3728| 59 5723| 35 10 3 | % m ©, l10015 7 | 57 al, m - 
17 27 A| 88 9875| 61 1910| 37 98 31 1117 1) 111 17 16 | 58 80 39 1119 4 
18 83 13 | 89 31 24 | 63 81 44 | 38 40 13 39 1Aalı3 nel 59 2 al 7 714 
19 6 1) 91 2419| 65 91 51 | 40 38 13 5 47 2 | 115 79 77 | 60117 59 | 11109 10 
21104 19 | 93 6855 | 67 45236 | 41 97 34 7101 6| 417 ı 1| 61 3920| 13 83 9 
22 47 9| 94 11 9 | 69 7947| 43 68 35 913 4 62 7137| 17 71 
24 9119 | 96109 91 | 71 4910| 44109 41 |) 1175 714 —119| 64 13 7, 19101 16 
26 8419 | 97 3227| 73 a7 ı7| 46 89535 | 13 9 1) | 65108 59 | 23 73 14 
2717418 85| 5 71| 715 | 55 7 Im m.) 66 9 5, 29 91 22 
28 7819| 99 36 31 | 77 3 2| 49 7431 | 17111 16 1118 1 | 67103 58 | 31 89 23 
29111 28 | 101 7465 | 79 6947| 50 73) 19315 259 1) 69 502 37107 33 
31 89 24 | 102 6255 | 81 6344 | 53 6429| 21 73 13 3 79 2| 71 6237| 41 79 97 
32 97 271103 4843 | 83109 78 | 55 17 81) 3 4 8 a 89 3 72 3823| 43 53 19 
33108 31 | 104 2119| 5 1511| 56 445 | 95 33 7 5 95 4| 73 4427| 47 97 38 
34 71 21 | 106 6459| 89 4333| 58 2 1| 27 83 19 6 9 5| 74 8251| 49 7129 
36 99 31 | 107 7267 | 91 6551 | 59115 58 | 29 61 15 8104 7| 75 46 29 | 53 43 19 
37 8728 | 108 33 31 | 93111 89| 61 3312| 31 195 9 66 5| 76 36 23 | 59 61 30 
338 3 11109 96 91 | 95105 86 | 62100 53 | 33 35 7| 10107 9 | 78 90 59 | 61 59 30 
39 56 19 | 111 2928| 97 5546 | 64 5329| 35 9127| 1 54 5| 79 3 2| 67 7743 
4 14 5 112 7775| 99 41 35 | 67110 63 | 37 51 16 | 12109 11 | 80 5839 | 71 49 29 
42 52 19 | 113 58 57 | ı0ı 3127| 68 4325| 39 3 1| 13 64 7| 81 4732| 73 23 14 
3 8 3/11 ı 1Jı3 9 8| 0 5 3| a 3 8| 15111 14 | 82 7a51| 77 6783 
44 81 31 105 95 86 | 71 28 17 | 43107 39 | 16 52 7| 83 4330| 79 41 27 
47 22 9| «,=116 | 107 1312| 3 8 5| a5 9737| 18 33 5 | 86101 73 | 83 13 9 
48103 43 | ' 109 8378| 7A 9931| a7 5 2| 19 5 A| 87 9368| 89 31 23 
43 6126| % © m. | 111 9389 | 76 20 8 | 49 6527| 20113 19 | 88 96 71 | N 29 22 
51 9 4| 1115 1|4113 39 38 | 77 7952 | 51 3716| 22 27 5/89 A 3 97 47 38 
52 4219| 3 77 2/15 1 1| 79 7752| 53 6931 | 23 31 6) 90 7859 | 101 19 16 
= 2360| 5381 80 1913 | 55 15 7) 24114 23 | 92 97 75 103113 97 
534 631| 732 82107 75 | 57 8948 | 25 19 A| 93 8768 | 107 3733 
56 3919| 9103 8 83 31 22 | 61 29 15 | 26 32 7| 94100 79 | 109 11 10 
371317 u 4 3 85 11 8| 6810855 | 27 22 5| 95 5 A| 113103 97 
58113 57 | 13107 12 | s6 3425| 65 4927| 29 41101 6 81119 1 4 
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33. 


Neue geometrische und mechanische Eigenschaft 
der Niveauflächen. 


(Von Herrn Jacob Amsler aus Halden in der Schweiz.) 





Es sei f(x, y, x) eine Function der rechtwinkligen Coordinaten x, y, 2, 





welche der partiellen Differentialgleichung 
o’f of of 
r le es. we 0 
GR OYy OS 
genügt, so stellt die Gleichung 
f(z,y,2) = const. 


ein System von Oberflächen dar, welche man Azveauflächen nenni 
Es seien 
(1) fla,y;2) = u 
2.) fa, y;®) = © 
zwei dieser Flächen, p, und g, zwei Puncte der ersten. Man construire 
durch p, und g, zwei Trajectorien des Systems, welche die Oberfläche (2.) 
resp. in den Puncten p,, 4, trellen mögen. p, und ?, sollen correspondirende 
Puncte heilsen, und eben so g, und 9. Dann findet folgender Satz Statt: 
Die Entfernung irgend zweier Puncte der beiden Oberflächen, wie 
pı und q, est gleich der Entfernung ihrer correspondirenden 
Puncte p, und gı. 
Mit Hülfe dieser geometrischen Eigenschaft der Niveauflächen läfst sich fol- 
sender mechanische Satz beweisen: 


Siellt man sich die beiden Niveauflächen (1. und 2.) homogen mit 
Masse erfüllt vor, so läfst sich die Beziehung der durch (1.) be- 
gränzten Masse auf einen Punct p, der Oberfläche (2.) auf die 
Anziehung, welche der correspondirende Punct p, von der in (2.) 
eingeschlossenen Masse erfährt, zurückführen. 
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Es sei nämlich V, das Potential der Wirkung auf den Punet p,. V, das 
Potential der Wirkung auf den Punct p,. so ist 
































VE VEIT TE 
oder. was Dasselbe ist: 
Hr Mm, 
oda, O@, 


Dieser Satz gilt für jedes, nur von der Entfernung abhängige Gesetz 
der Anziehung. Wie man sieht, ist er eine Verallgemeinerung des Yvoryschen 
Theorems in der Theorie der Attraction der Ellipsoiden und der von Possson 
gegebenen Erweiterung desselben. 


Halden. den 30ten Mai 1848. 


Crelie’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft A. 12 
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34. 
Zur Theorie der Anziehung und der Wärme. 


(Von Herrn Jacob Amsler, Privatdocenten an der Universität in Zürich.) 





Man bezeichne durch dw das Element einer geschlossenen Ober- 
lläche F', durch «, P, y die Winkel, welche ihre (nach aufsen gerichtete) 
Normale mit den Goordinaten-Axen bildet. Ferner setze man zur Abkürzung: 

DU EUR 






































\ rF _ 2 
OU : zn un 
ox° | oy” l 0%” , 
ww, u) — au! OU | AU! AU | äU' AU 
7 IE TE er ee 
oU ol ‚ oe U 
nn 77 C054- = cos Ey —Cc05Y. 
on COX OY 0% 


Alsdann findet folgende, leicht zu verificirende Gleichung Statt: 


Su Z)dw — [[f UV axdy de + [J/tV', Uldraydz. 


Die Integrationen erstrecken sich über die Oberfläche F' und den davon 
eingeschlossenen Raum. Die Gröfsen U’ und U sind ganz willkürlich; nur 
müssen sie und ihre ersten Differentialquotienten innerhalb der Grenzen der 


























Integration stetige Functionen von £, y, % sein. 
Unter denselben Bedingungen, und wenn aufserdem A,, k,, Ak, stetige 














Funetionen von z, y, & sind, gilt die wr- Gleichung 


(B.) jv (kıC-cose - u.  cosß- Wr eos) dw 


. Ih, er a h, > 
iv Ä 2 “ % 3) EG = = di dy dz 


Se + ie +6, 2] da dy da. 





j 
7 


Q) 











Die Grenzen der ha sind dieselben. wie bei der Gleichung (_A.). 
Beide Gleichungen lassen sich leicht verallgemeinern, für den Fall, 
dafs statt einer einzigen geschlossenen und zusammenhangenden Oberfläche F', 
deren mehrere gegeben sind. Man darf nur jedes Integral durch eine Summe 
von ähnlichen Integralen ersetzen, welche sich respective über die verschie- 
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denen Oberflächen und die davon eingeschlossenen Räume erstrecken. Zu 
den bekannten zahlreichen, wichtigen Anwendungen der Gleichungen (A.) 
und (B.) wollen wir im Folgenden einige neue hinzufügen. 


I. 


LiouviHle (Additions aux connaissances des tems, pour lan 1845) 
giebt einen sehr einfachen Beweis des Satzes. dafs die Gleichungen. welche 
die Bedingungen des eleetrischen Gleichgewichts ausdrücken, nur einer einzigen 
Lösung fähig sind. In der Theorie des inducirten Magnetismus giebt es einen 
ähnlichen Satz. Es seien M,., M,,... M,, beliebige, der gegenseitigen Einwirkung 
ausgeselzte Körper, welche die Fähigkeit haben, unter dem Einflufs magnetischer 
Kräfte vorübergehend magnetisch zu werden. Es sei V das Potential der 
festen magnetischen Kräfte, @ als Potential des durch Induction erzeugten 
Magnetismus. Nach Porsson (Mem. de ÜInstitut. T, Vl et VII.) findet sich 
0 aus folgender Gleichung: 


1) 0= -E/fffh[O+V. —]dardyaz. 


Die Integrationen im zweiten Gliede erstrecken sich über die von den Körpern 
M,,.M,,...M, eingenommenen Räume. Zur Abkürzung wurde 
3 = le— az’ +Yy—y +2 — 2%) 
gesetzt: @,, V, sind dieselben Functionen von 2,, Y,, 3, wie Q und V 
von x, y, &. Der Coöfficient % hangt von dem gröfsern oder geringern Ver- 
mögen des Körpers M ab, magnetisch zu werden; man könnte ihn deshalb 
füglich den magnetischen Inductionscoefficienten nennen, Die Gröfse A ändert 
sich im allgemeinen mit &, y, 2, ist aber immer endlich und positiv. Über- 
dies darf man sie als eine innerhalb jedes der gegebenen Körper stetige Function 
betrachten. Denn, würde bei einem Körper diese Bedingung nicht erfüllt und 
wäre k längs einer beliebigen Oberfläche f discontinuirlich, so könnte man 
den Körper als aus zwei oder mehreren Körpern bestehend betrachten, die 
sich längs der Oberfläche f berühren. Innerhalb jedes dieser Körper wäre 
nun A stetig. 
Der angekündigte Satz lautet: 
„Es giebt nur eine einzige Function Q, welche der Bedingungs- 
„gleichung des magnetischen Gleichgewichts (1.) genügt. 
Beweis. Man seize, es gebe zwei Functionen Q und @', welche der 


Gleichung (1.) genügen. Dann mufs 
42 * 
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rt ff fh| [0;- V., „„\az: dy,dz; 


sein. Subtrahirt man diese Gleichung von der (1.) und setzt W—0V —- 0. 


so erhält man 


(2.) — -2/ffk |w.. „dw. ayı as. 


Der Satz ist bewiesen, wenn man zeigen kann, dafs W —-0 die ein- 
zige reelle Function ist, welche dieser Gleichung genügt. 


Aus (2.) folgt 


” LS Sf /fk: Iw.. ; |ax,ay,az;. 


oder. was Dasselbe ist: 


Au = — Zu /ffk.| u „jez. dy,dz, 


Multiplieirt man diese beiden Gleichungen mit FERN, so erhä 








-) 
4:77 
durch eine Summe von NR Integralen ausgedrückt. Auf dieselbe 


d 
Weise bilde man (= ) ınd (2 











2 
a 3) und setze die gefundenen Werthe in 
7 


(3.) a m. 
— /J/X= % = en 


Die Integration erstrecke sich über den Raum einer unendlich grofsen 


den Ausdruck 


oW 











—) | d.x dy dz. 





Kugel. Führt man die angedeuteten Multiplicationen unter den Integralzeichen 
aus. so nimmt P, wie leicht zu sehen, folgende Gestalt an: 


4) P= m//fhlW,, gldx;dy.dz,, 


wenn zur Abkürzung 


= = N, I h\da,dy,dz, und 
. -/// [--» — |drdy de 
vesetzt wird. - 


Die Werthe von A und g lassen sich in endlicher Form angeben. Man 


setze in (4.) U’ = und betrachte U als Potential einer unendlich kleinen 





% 
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Kugel, deren Mittelpunet die Coordinaten &,, y,, &, hat. Ihre Dichtigkeit sei 
— 1, ihr Volumen = wu. Alsdann erhält man 


[= Zi w—//J OU dx dy dz - Na i U |dxay az. 


Nach einem bekannten Satze ist für alle Puncte aufserhalb des kleinen 
Raums z, ÖJUÜ—=0; dagegen für Puncte innerhalb desselben ist IU — — An. 
Also ergiebt sich 


wenn 9, le 2) tn -YYta— 23) In den beiden übrigen 











u 
Integralen kann man U — setzen. welches 


Pu 
e® 


Fr u dv +; Oi, u = /// [-- —) da dydz 


Erwägt man nun, dafs das erste Integral, über die Oberfläche einer 
unendlich grofsen Kugel ausgedehnt, ER so folgt 


= ///\z- oJ luz vdyde — >". 


Hiemit geht der Werth von g in 


— 172" //fk.|W.. —|de.ay.ds, 


über. Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Gleichung (2.), so zeigt sich. dafs 
I = — 4r W,. 





giebt. 








also. wegen (4.), 
P= —-4n Z/ffk. |w.. W;|ax; dy,dz; 


ist. Diese Gleichung, verbunden mit (3.), giebt schliefslich: 


5) 0 = /fX ir); AR Her \drdy m 


+12 //fkı| k, er): 5) +) Niaıdy.ds, 


Eine Summe von reellen Quadraten, multiplicirt mit reellen und positiven Grölsen. 
kann aber nur verschwinden, wenn jeder Term für sich verschwindet. Also 








mufs nothwendig 





oW oW oW_ 
u ol Ze Zu 
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für alle Puncte des Raums sein, und folglich, wegen (2.), auch W —=0. 
Also hat man identisch O = 0’; was zu beweisen war. 


Übrigens sieht man leicht, dafs auch kein imaginärer, von O verschie- 
dener Ausdruck für ##” der Gleichung (2.) genügt. Es sei nämlich W=W'-:W". 
wo #7” und W” reell sind, so zieht man aus der Gleichung (2.): 


W S Zi /ffk [w;, - =. lax,dy,dz; und 


m » » 3 | 
w"' — —_2 // k,[W!, - „|dw.dy.dz;. 
ı b 


woraus, wie vorher, W'—=0, W" —0 folgt. 








Diesen Beweis habe ich in nicht wesentlich anderer Gestalt schon früher 
veröffentlicht (Neue Denkschriften der Schweizerischen naturforschenden Ge- 
sellschaft von 1548). Er vereinfacht sich etwas, wenn man die Körper H,, 





MW. ... M, als homogen betrachtet, da alsdann die Gleichung (1.) die Form 
pn .: V,+0;) dw; 
f > Be > ih f- ol 4 x 2) 
(6.) 6 Rh Er . 


annımml. 
Herr Aörchhoff machte mich darauf aufmerksam, dafs sich in diesem 
Falle die Gleichung (5.) einfacher folgendermafsen herleiten lälst. Es ist 


(7.) w — u Zikf‘ oW,; )e-? 


en 0% 





woraus, nach einer bekannten PR der Oberflächenpotentiale. 
( oW oW\" De 
on ) (— ) — 


\olet, wenn die Werthe von = 











Em EN) für Punete unendlich nahe an der Ober- 


!läche, aufserhalb und innerhalb, resp. durch ( und (SEY bezeichnet 


1027) 





werden. Also ist auch 
(8.) S/W. (>) dw, — SE, Ank;) /W. (I) dw, 
Mit Hülfe der Gleichung (4A.) zeigt sich aber leicht, dafs 


-Z/W (GE) dw, = Sf fIW, Widrdy 
S S,fir w,(#) dw, = 2 Sfffiw.. Wilde; dy,dz, ist. 
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Die dreifachen Integrationen in diesen Gleichungen erstrecken sich in der 
ersten über den ganzen unendlichen Raum «ufserhalb der Körper M,, M,, ..., 
in der letzten über den Raum innerhalb. Verbindet man sie mit der Glei- 
chung (8.). so erhält man die Gleichung (5.), woraus man wie oben 
weiter schliefst. 

Übrigens läfst sich dieses Verfahren auch, mit einiger Modification, auf 
die allgemeine Form der Gleichung (2.) ausdehnen. 


Il. 

Einfacher noch läfst sich der analoge Satz in der Theorie der Wärme 
nachweisen. 

Die Temperatur % eines beliebigen Puncts im Innern eines festen 
Körpers ist als Function der Zeit £ vollkommen bestimmt, wenn folgende Data 
bekannt sind: 

1) Die Temperatur des Körpers, zur Zeit —=0, als Function der Coor- 
dinaten, ,=f(t,y, 2). 
2) Die Temperatur der Umgebung, als Function 

v = yl2,Y,2,!) 
der Coordinaten der Oberfläche und der Zeit. 

3) Die innere Leitungslähigkeit des Körpers. Diese kann von einem Pune! 
zum andern, und im selben Puncte, nach den verschiedenen Richtungen 
hin verschieden sein. Sie sei 4, nach der Richtung der x Axe, 4, 
und A, nach der Richtung der y und x Axe. A,. A,, k, sind als 
gegebene Funclionen von X, y, 3 zu betrachten. Eben so 

4) Die äufsere Leitungsfähigkeit 4, und 

5) Die specifische Wärme n. Zur Vereinfachung sei dieselbe auf die Ein- 
heit des Volumens bezogen, statt, wie gewöhnlich, auf die Einheit 
der Masse. 

Die Temperatur % wird als Function der Coordinaten und der Zeit 


durch folgende Gleichungen bestimmt: 
ou 
0(h, 52) 
6) 


nfn Du a 4 
A ) R ou ii (6) (k, Br rn O (k, öy 
’ Zu oa Oy z 


\ ) tel) Ö 
(2.) kn, 050 + kız, 008ß-4 kr, c0sy+hytu, v) — 0. 


- 








) 


(3) Wu = fr, y; 2). 
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Die erste dieser Gleichungen gilt für alle Puncte im Innern des Körpers. 
die zweite für die Puncte der Oberfläche. «, #, y haben dieselbe Bedeutung 
wie oben Die Gröfsen 7, k,, Ay, k,, A sind ihrer Natur nach posztv; aufser- 
dem betrachten wir sie als unabhängig von « und, mit Ausnahme von 4, als stetige 
Funelionen von x, y, 2. Die Function w(w, v) ist so beschaffen, dafs für 
u>u, w(u,v)>w(u,v), also immer 

(4) (w— u)(w(u,ov)— w{wW,v)) Z 0 
ist. In der Regel setzt man y(w,v)—=u—v. Wir wollen nun folgenden 
Satz beweisen. 
„Es giebt nur eine Function u, welche die Bedingungen (1.2 und 3.) 





„gleichzeitig erfüllt.” 
Beweis. Man setze wieder die Möglichkeit zweier Lösungen # und w' 
des Problems. Macht man u— ww, so erhält man, in Folge der vorste- 
henden Gleichungen: 
zu _ a), 26), 3 
ow 

















GB) m 


O) 


” x 


(6.) A—cose - k,—coß-+k, — 
oy I r 





- a, c0syip — 0, 





wo zur re 
g = vu v)—w(u, v) 
gesetzt ist. Die erste Gleichung gilt für alle Puncte im Innern, die zweite 
für Puncte der Oberfläche. Aufserdem hat man für alle Puncte im Innern: 
Am us 
Macht man in der Gleichung (B.), U=U’=w, und wendet die Gleichun- 
ven (9.) und (6.) an, so ergiebt sich 


— [hwgdw 
— // mw 2 drdy de IHAR ey k; (22)- -k; (=e) | dx dydz 

















oder, wenn man n als von ? unabhängig betrachtet: 


8) 4 = — | /hwgaw+ ff (k()+R. (GE) Hk 2) )drdyde|,. 
wo » =//f w dedydz ist. 


Der in der Parenthese enthaltene Ausdruck ist positiv, wenn % und «, 
also auch «w reell ist. Denn nach (4.) ist wg eine positive Gröfse und das 
letzte Integral in (S.) besteht aus einer Summe reeller Quadrate, multiplicirt 
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mit positiven Coöffiecienten. Die Seite rechts der Gleichung ($.). d. h. der 
Differentialquotient von p, nach ? genommen, ist daher negativ, wenn er von O 
verschieden ist, welches im übrigen auch der Werth von ww sein mag. Hieraus 
folgt, dafs wenn £ wächst, die Function ? immer abnehmen mufs, wenigstens 
nie zunehmen kann. Aber für 2=0 ist #==0, für alle Werthe von z, y, 2, 
über welche die Integrationen in der Gleichung (S.) ausgedehnt sind; also ist 
p=0. Da aber » mit wachsendem # nicht zunehmen und, als Summe von 
reellen Quadraten, multiplieirt mit positiven Coeffiecienten, auch nicht negativ 
werden kann. so folgt, dafs für jeden Werth von #, p=-0 sein mufs. Aber aus 


/ DE d.ı dy dz — 0 


« 


folgt, dafs identisch » — 0, also #» =w’ ist. Das Problem lälst also nur eine 
Lösung zu. 

Ganz wie in der vorigen Nr. läfst sich nun weiter zeigen, dafs auch kein 
von 0 verschiedener imaginärer Ausdruck von w den Gleichungen (5, 6, 7.) 
gleichzeitig genügt. 

In der Theorie der Wärme wendet man zuweilen den Satz an, dafs, 
wenn v, wit wachsendem /, sich einer constanten Grenze ®, nähert, ®, eben- 
falls die Grenze von « ist, für = x. Ich glaube nicht, dafs bis jetzt ein 
Beweis dieses Salzes gegeben worden ist; man begnügte sich, einen Er- 
fahrungssatz der Physik auf ein rein analylisches Problem zu übertragen. Der 
strenge Beweis ergiebt sich aber sehr leicht mit Hülfe der Gleichung (8.). 
Es sei z.B. von Anfang an v—=v,—Const., so werden offenbar die Gleichungen 
(1 und 2.) erfülli, wenn man @—v, setzt. Es sei ferner « die Function. 
welche den Gleichungen (1, 2, 3.) gleichzeitig genügt. Offenbar werden die 
Gleichungen (5 und 6.), also auch die Gleichung (8.) erfüllt, wenn man 
w—v, — u setzt. Da nun der Differentialquotient von = yfn v— u" daedydz, 
nach # genommen, beständig negativ ist, so lange ww endlich ist, so folgt, dafs 
sich für =», w—=(v,— u) der Grenze O für alle Werthe von &, y, 2 
nähern mufs; d.h. es wird %_, =v,. 

Die hier angestellten Betrachtungen lassen sich leicht verallgemeinern. 
Man kann z. B. setzen. dals k,,. Ä,. %,. A, n Functionen von ? und selbst 
von % seien. Diese Functionen sind aber gewissen Bedingungen unterworfen. 
wenn der bewiesene Satz gelten soll. Man kann ferner annehmen, dafs statt 
eines einzigen Körpers ein System von Körpern gegeben ist, mit beliebigen 
Anfangstemperaturen, und dals sie in einem diathermalen Mittel von beliebig 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLII. Heft 4. 43 
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veränderlicher Temperatur, der gegenseitigen Einwirkung, theils durch Strahlung. 
theils in Folge von Berührung ausgesetzt sind. Sind die Gröfsen % oder 7 





längs einer Fläche discontinuirlich. so findet für die Puncte derselben eine 
Gleichung von der Form (2.) Statt. 
Dals das Problem des Gleichgewichts der Temperaturen nur eine Lösung 





zuläflst. folgt als Corollar aus dem Vorigen. Der selbständige Beweis liefse 
sich auf die Gleichung 


megdw+ Sf 4m) + Rn (SE) de dydz 
JR er öy E 


sründen:; aus welcher folgt. dafs für alle Puncte im Innern: 

















ow ow ow 
>—— —=(, — 0, —— —=0 
or oy 03 t 
also » — Const. ist. Aufserdem folgt «0 für alle Puncte der Oberfläche. 
also, da w eine stetige Function ist, Const.—=0, oder v— u. 
111. 


Man setze, es sei in der Gleichung (2.) der vorigen Nr. w(u,v) = u—v. 





Bekanntlich kann die Bestimmung der Function «, welche den Gleichungen 
(1.2, 3.) genügt, auf die Bestimmung einer andern Function U zurückge- 
führt werden, welche folgenden Gleichungen re. 


ou 9(h7 Or ) 0 dr de: > 























le en 
oU ' oU iz oU 2 r 
(2) X 7, 608 & + k; Er Ä MEER kKU—NV. 
(3.) U;-. .. F(«, Y> 3). 


Die erste Gleichung gilt für Puncte im Innern, die zweite für Puncte 
der Oberfläche. Beiden kann gleichzeitig durch einen Ausdruck von der Form 
aPe“' 


senügt werden. « ist eine willkürliche Constante, P findet sich aus der 


dur E „a =), ) 
0x 


Die Constante « ist eine ae der B.. 


partiellen Differentialgleichung 




















(4) —-wP= 


cP 


5.) Aızzcosa+k, — 7, coeP Hk —cosy- AP —=V. 
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Diese Gleichung ist im allgemeinen transcendent und hat unendlich 
viele Wurzeln. Bezeichnet man dieselben durch «,, 44, ... 4,„, ... und deutet 
die von ihnen abhängigen Gröfsen durch die nämlichen Indices an. so hat die 
allgemeinste Function, welche den Gleichungen (1 und 2.) genügt. die Form 

9: Ta u, Pc". 
Die Constanten « sind so zu bestimmen, dafs die Gleiehung (3.) erfüllt wird. 
d.h. so. dafs für alle Puncte im Innern des Körpers, 
1) Pay 2) = Zu, 
ist. Die Möglichkeit, auf diesem Wege die Aufgabe zu lösen. hangt von 
folgenden Bedingungen ab. 

1) Für 2=x darf U nicht unendlich und auch zu keiner perio- 
dischen Funetion von / werden. Denn nach der vorigen Nr. mufs sogar 
U, =0 sein. Es ist also nöthig, dafs die Gleichung (5.) reelle und posi- 
tive Wurzeln habe. Falls es imaginäre oder negative Wurzeln giebt, müssen 
die davon abhängigen Glieder aus dem Ausdruck (6.) wegfallen 

2) Die Lösung der allgemeinen Aufgabe setzt voraus, dafs eine ganz 
willkürlich gegebene Function F'(x, y, 2) sich innerhalb bestimmter Grenzen 
in eine Reihe von der Form (7.) entwickeln lasse. Hiezu ist nöthig, dafs 
die Reihe unendlich viele Glieder. also die Gleichung (5.) unendlich viele 
reelle und positive Wurzeln habe. Dafs Dieses auch genügend sei. mufs be- 
sonders nachgewiesen werden. 

Porsson zeigt. dafs alle Wurzeln der Gleichung (5.) reell sind. 
(Theor. math. de la chaleur, p. 178.) Dafs sie auch »osztv sind, weiset 
er nur in besonderen Fällen aus der Form der Gleichung nach. (Ibid. p. 294.) 


Porsson geht von der Gleichung 


H nPP, dxdydz — 
aus. in: welcher P und P, den Wurzeln u —=# und u, —=4, entsprechen. 


Diese Gleichung gilt aber nur, wenn 4° und I verschieden sind. Nemlich es ist 
allgemein (#’—A, ff: n PP, dx dydz — Setzt man nun A=9g -+gy-—1. 
9 — gy'y—l, so folgt, dals 


2yy /ffe- -G)\ndaedydz —= 0 


sein mufs. Hieraus folgt aber nur, dafs yy' —=0 sein, d.h., dafs A reell sein 
mufs: dafs y’ = 0, folglich 4° positiv sein muls, folgt auf diesem Wege nicht. 


Indessen kann der Beweis auch allgemein gegeben werden. 
43” 
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Es seien nemlich « und «, zwei Wurzeln der Gleichung (5.), und 
P und P, die entsprechenden Integrale der Gleichung (4.). In der Gleichung (B.) 


selze man 


U=e"P., U'=#P, 
so erhält man, wenn man den Factor e”“ wegläfst und die Gleichungen 


(4 und 5.) anwendet: 








dd). = uff; ’ PP, dx dydz 
ww EEE. | u A 
Sl SSH ke u N = |dedydz+ [h PP, dw. 


Nun nehme man an. die Gleichung (5.) habe eine Wurzel von der Form 
u«— u -- u’ y—l, wo « und «' reell sind, so müfste, da sich P als reelle 
Funelion von u, x, y, x vorausselzen lälst, eine zweite Wurzel von der 
Form u, = w-— up —1 vorkommen. Diese Werthe in Pund P, substituirt, würden 
P—G-G@Gy-1, P=G—-@y-1 


geben, und dadurch geht die Gleichung (8.) in 


= — (wu y-D Sf fu@ +6") dr dydz  S(@-; @*) hdw 
BHURLCHEECHTELAC HELD) 
Ik, ((@ 4 ed =) )idr dy.dz 


über. In dieser Gleichung sind alle Glieder reell, aufser den in «” multipli- 

















eirten. Diese also müssen besonders verschwinden; d. h. es mufs 


0 = y-lu Sf — GG" de dy 
also «"—=0, wu, und folglich “= 0, P=P,=& sein. Die obige 


(Gleichung wird demnach zu 


= — ufffr Pd. dydz Ks dw 
SH) +) +6) \azayaz. 


Diese Gleichung kann aber offenbar nur bentshun, wenn u posztiv ist. Denn 
wäre «u negaliv, so bestände ihr zweites Glied aus einer Summe reeller und 
positiver Grölsen, und könnte also nicht verschwinden. Alle Wurzeln der 
Gleichung (5.) müssen also reell und poselzv sein. 





Zürich. den ten Januar 1851. 
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39. 

Über die Gesetze der Wärmeleitung im Innern 
fester Körper; unter Berücksichtigung der durch 
ungleichförmige Erwärmung erzeugten Spannung. 
(Von Herrn Jacob Amsler, Privatdocenten an der Universität zu Zürich.) 


(Aus den Denkschriften der Schweizerischen naturforschenden Gesellschaft, vom Jahr 1850.) 





Keiteı man einem Körper freie Wärme zu. und sorgt durch irgend 
welche mechanische Mittel dafür, dafs er sich in Folge der Temperatur- 
Erhöhung nicht ausdehnen kann, so steigt seine Temperatur rascher, als wenn 
seiner Ausdehnung kein Hindernifs entgegengesetzt wird. Man kann diese 
Wahrnehmung so aussprechen: 

„Die specifische Wärme der Körper unter constantem Drucke ist grölser 
als bei constantem Volumen.” 

Dieses Geselz ist ohne Zweifel allgemein. Für die gasförmigen Körper 
sind darüber zahlreiche Versuche angestellt worden (von Delaroche und 
Berard, namentlich aber von Dulong). Für feste Körper sind mir nur von 
W. Weber ( Poggendorffs Annalen, Bd. XX. S. 177) und @. Wertheim 
(Ann. de chim. et de phys. Ser. III. T.12. p. 385) eigentliche Beobach- 
tungsreihen bekannt; die indels zur Genüge zeigen, dafs der Unterschied der 
beiden specifischen Wärmen sehr bedeutend ist. 

Durch diesen Umstand müssen natürlich die Gesetze der Wärmeleitung 
im Innern der Körper wesentlich modifieirtt werden. Von den Geometern. 
welche sich mit der mathematischen Theorie der Wärme beschäftigten, hat 
bis jetzt. meines Wissens, keiner darauf Rücksicht genommen. Blofs Poisson, 
in einer Note zu seiner „Theorie math&ematique de la chaleur”, giebt eine 
Andeutung für den Fall, dafs der erwärmte Körper in flüssigem Zustande ist. 

In gegenwärtiger Abhandlung beschränke ich mich darauf, die Prin- 
cipien der vervollständigten Theorie im Allgemeinen anzugeben und die we- 
sentlichsten Momente ihrer Anwendung auf einige einfache Fälle zu entwickeln: 
ich hoffe, dieselben in der Folge weiter ausführen und mit Beobachtungen 


vergleichen zu können. 
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5 2 

Ein homogener Körper habe das Volumen V, die gleichförmige Tem- 
peralur ®, und stehe unter einem gleichförmigen äufsern Drucke p. Man theile 
ihm die freie Wärme Jo mit, und vermehre den Druck um 4p, so werden 
auch die Temperatur und das Volumen des Körpers sich ändern, respective 
um Ju und IV. Die Gröfsen Su und SV sind durch Iw und 4p voll- 
ständig bestimmt. Überhaupt hangen die Grölsen Jo, Ap, Au, AV so von ein- 
ander ab. dafs durch irgend zwei derselben die beiden andern gegeben sind. 
Das Gesetz dieser Abhängigkeit ist nicht strenge bekannt. Kennte man den 
analytischen Ausdruck dafür, so liefsen sich ohne Mühe die Differentialglei- 
chungen aufstellen, welche die Gesetze der Wärmeleitung im Innern der 
Körper ausdrücken. Die Anwendung dieser Diflerentialgleichungen würde indels 
ohne Zweifel, selbst in den einfachsten Fällen, auf unübersteigliche analytische 
Schwierigkeiten führen. 

Wir müssen uns daher mit einer näherungsweisen Lösung der Aufgabe 
begnügen. Jenes Gesetz kann innerhalb gewisser, bei verschiedenen Körpern 
verschiedener Grenzen und für unsere Zwecke mit hinlänglicher Schärfe durch 
folgende Sälze erselzi werden. die wir unsern Untersuchungen zum Grunde 
leven werden. 

I. Wird einem Körper freie Wärme zugeleitel, so steigt seine Tem- 
peratur proportional mit der aufgenommenen Wärmemenge. 

2. Zugleich strebt er, sich auszudehnen. Werden die auf seine Ober- 
fläche wirkenden Kräfte constant erhalten, so ist die Zunahme des Volumens 
proportional mit der Zunahme der Temperatur. 

3. Wirken auf einen Körper äufsere Druckkräfte, so nimmt sein 
Volumen ab. Bei constanter Temperatur ist die Abnahme des Volumens 
proportional mit der Zunahme des Drucks. 

4. Wird, statt der Temperatur. die Wärmemenge des Körpers constant 
erhalten, so steigt seine Temperatur proportional mit der Zunahme des Drucks. 

5. Die verschiedenen Coöfficientien,. von welchen die angegebenen 
Modificationen abhangen (specifische Wärme, Ausdehnungscoöffieient, Elasti- 
eitätscoöffiecienten), sind enabhäng’g von Temperatur und Druck der Körper. 

6. Als Grenze. wo diese Sälze aufhören auch nur näherungsweise 
richtig zu sein. kann im Allgemeinen der Punct betrachtet werden, wo eine 
Änderung der Cohäsionsverhältnisse eintritt. Mäfsige Abweichungen haben 


auf die Wärmeleilung nur sehr geringen Einfluls. 











)» 
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$. 2. 

Um die durch die Temperaturveränderung erzeugte Spannung in Rech- 
nung ziehen zu können. müssen wir einige Sätze aus der Theorie der 
Klastic:tät benutzen. 

Es seien x, y, & die Coordinaten eines Punels » im Innern eines 
Körpers, dessen Temperatur man als gleichförmig, oder doch als stationär 
betrachtet. Läfst man auf seine Oberfläche beliebige Druckkräfte wirken. so 
pflanzen sich dieselben in seinem Innern fort, und die Lage jedes Puncls 
ändert sich. Die Coordinaten von p werden in 2--«, v--b', z--e über- 
sehen; wo «, b', e' Functionen von 2, y, 2% sind. 


Bezeichnen A, B, C; 4,. B,. C,; A,;,. B,. Ü, gewisse Funetionen 
von .£, Y, 2, und setzt man 


’ da’ | ; dh! ’ de 
= (AN ra - 2 B- AZ: 
. . ‚da | Ä ie I de' 
(A) (N, = ni: Abe IB 4A, ae 
N da' db CA \ _de' 
Z. = (B—-C) 7, +4 -— C) —— a +0: 


Y. pre Zi, en omnen (A,- B-- (4,- -0) db! 


es Be Bere ‚ +B+ 4) 
Ko Dr 0 db' LEBE da 
Er REF dy 


so sind. nach Cauchy (Exercices, T. III). die Componenten der Molecular- 


wirkung auf den Punct p: 


dA, dA, AX- 
n_ de ' |’ 


Y . “I. , di. ; dA 
(Ce) dien ds dy Id ’ 


dZ, , dl, , dZ2. 
2 = de dy IA 














Für Puncte an der Oberfläche ist 


E — X,c008(2,s)+ Ä,cos(y,s)+ A. cos(z, 5 
(D.) Y— Y,cos(z,s)- Y,cos(y,s)+ Y.cos(2, s). 
[zZ — Z,c05 (x, s)-+Z,cos/y,s)-+ Z.c0s(2, s, 
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Hier bezeichnen (z,s), (y,s), (2,5) die Winkel, welche die Coor- 
dinaten- Axen mit einer Geraden s bilden, welche im Puncte x, y, & der 
Oberfläche normal zu dieser ist. Es seien ferner A’, Y’, Z’ die Compo- 
nenten der übrigen, auf einen Punct im Innern wirkenden Kräfte (z. B. der 
Schwerkraft), X’, Y’, Z’ die Componenten der auf die Oberfläche wirkenden 
Druckkräfte,. so sind die Bedingungen des Gleichgewichts: 

(E) 0=-X-1X, 0=TY+Y7, 0=2+1Z, 


(F) () we X- X, 0 — Y+ = 0 San: 4--Z. 


Befinden sich die Theilchen des Körpers nicht in Ruhe, sondern in vibrirendem 
Zustande. so sind die Gleichungen (E.) durch folgende zu ersetzen: 


Pa 
vr a AÄ--AX", 
i d’h en 
(@.) Ir = } 1 } z 
"ec ’ 
gr ErM 


Hier bezeichnet o die Dichtigkeit im Puncte x, y, 25 £ die Zeit. 
Ist der Körper homogen und unkrystallinisch, so sind die Gröfsen A, A,, A, etc. 
Constanten. und die Gleichungen (A. und B.) nehmen folgende Form an: 





er vB dh! de 

A, == kn Day D r- . 
y Ida db’ , de 

a) nette 
ee ee 

2: N de dy . dz)’ 


(1.) Zi, = = ‚kin—1)\ 7 Ta: 
Y , (dl , da) 
A, — } x ne ık(n—1) 7 . a u % 


Der Coöffieient n hangt von der Anordnung der kleinsten Theile des 
Körpers ab, so wie von dem Gesetze, nach welchem dieselben anziehend und 
abstofsend auf einander wirken, und ist daher durch Versuche zu ermitteln. 

Man kann dazu gelangen, wenn man die Formveränderung eines pris- 
matischen oder eylindrischen Stabes beobachtet, der durch eine Kraft L in 
der Richtung seiner Axe zusammengedrückt wird. Es sei ! die Länge, V das 
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Volumen des Stabes, so giebt die Anwendung der angeschriesenen Formeln 
für die Veränderung seiner Länge und seines Volumens die Relationen 








Al (n+1) L 
I —Tat9dn—n 5° 
AV L 

(K.) re 
also 
Al n+1 Av 
2 ie 


Poisson (Mem. de l’Acad. des sciences, T. VIll. p. 357) fand durch 
iheorelische Betrachtungen a — 3; in Übereinstimmung mit den Beobachtungen 
von Cagniard-Latour. Dieses Resultat ist neulich von Wertheim (Ann. de 
chim. et de phys. Ser. Il. T. 23. p. 52) angegriffen worden. Er fand nemlich 
aus sehr sorgfältig angestellten, zahlreichen Beobachtungen, für Messing und 
Krystallglas sehr nahe a2: eine Zahl, die auch mit den Stegnault'schen 
Beobachtungen über die Zusammendrückbarkeit der Piezometer aus Messing 
und Kupfer genauer stimmt, als die von Poisson. Wertheim erhielt für 
Messing durchweg einen etwas gröfsern Werth, als für Krystallglas; es ist 
daher möglich, dafs für verschiedene Körper auch n verschieden ist. Jeden- 
falls ist sein Werth noch nicht aufser Zweifel gesetzt, und ich habe deshalb 
n im Folgenden unbestimmt gelassen, um die sich ergebenden Resultate für 
jeden Fall anwendbar zu machen. 


$. 3. 

Zufolge $.1. (5.) gelten die Formeln des vorhergehenden Paragraphen 
für jede Temperatur. und offenbar auch dann, wenn der Körper ungleich- 
förmig erwärmt ist. Allein es ist wohl zu merken, dafs in denselben «', b', e' 
die nur durch die Druckkräfte direct erzeugten Verrückungen bedeuten. 
Ändert sich mit dem Drucke auch die Temperatur des Körpers, so mufs den 
durch die Temperatur - Änderung allein hervorgebrachten Verrückungen beson- 
ders Rechnung getragen werden. Bezeichnet man dieselben durch a”, 6", ec" 
so sind die ganzen. durch Änderung des Drucks und der Temperatur erzeug- 
ten Verrückungen eines Theilchens p: 

a=ad-+ad, b=b-b", v—c-+c. 

Man nehme zunächst an, der Körper sei homogen und unkrystallinisch, 

ce bezeichne den linearen Ausdehnungscoöfficienten, « die Temperaturzunahme, 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLII. Heft 4. 41 
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, v, 2 die Coordinatlen des Theilchens ». Alsdann ist offenbar 


da! du" de" . 
m — ZI m W 
dr dy dz r 





und da die Temperatur- Anderung bei homogenen Körpern mit keiner Form- 
Anderung verbunden ist: 








da’ db" de" 
zu ER TER 
da" dh" de" 
u use 


Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen (H.. /.), so gehen sie in 


folgende über: 




















„= — k(n - + + z — k(n--2)ou, 
(1) — — kl ia 437 v2 z — kin-2)on, 
EZ — k( = -- nr + nn — k(n-+-2)au, 
E, ze, u Yen—1) (2 -& 
(NM) {Z,—= X. — Ikın—1 (zZ | > 
x, = Y, = in-1) F 4 =). 


Ist der Körper Arystallinısch und nicht homogen, so wird im Allge- 
meinen ein Element desselben sich nach jeder Richtung anders ausdehnen. 
Es lassen sich nun. wie leicht nachzuweisen, drei auf einander senkrechte 
Richtungen angeben, in Bezug auf welche die Ausdehnung ein Maximum oder ein 
Minimum ist. Man bezeichne durch $, 7, £ diese Richtungen für das Element P; 


und durch «, 2, y die Ausdehnungscoöfficienten nach denselben. Die Aus- 


y 
dehnungseoöfficienten nach den beliebigen Richtungen 2, y, & sind alsdann: 


! 1 " 27; ER i 5 Pr 
a — Tr — ecos’(2,5)+Pecos(2,n)+ycos’(r,&), 
\ /) po db" I ie: \ | ie u 
(-Y.) ee aan y,5)t Peos(y,n)yecos(y,S), 
de" 


P cos‘ (2, n)-+ycos’(2,{). 


= — = 0c05(2, $)- 
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w 


I 
" 
. 


e 


Aufserdem hat man 








” dh" de" 
[84 _— — — 
dz dy 
= 0cos(y,$)cos(2, $)+Pecos(y,n)cos(2,n)+yeos(y,C)cos(z,C) 
i J3>J ,s/TI “YıU S(=,7) TyeoS(Y, 5)JC0S(%,6). 
A" A da" 
(0.) | dır dz 
— 0cos(2, $)cos(z, $)-+Pcos(z, 7) cos(X,n)-+-ycos(2,{)cos(a,{Q). 
. da! dh" 
Y m — II 70 — 
dy dr 
\= 0@c0s(0,5)cos(y,5)+ Peos(z,n)cos(y,n)-+ycosiw,S)cos(y,Q). 


Da wir im Folgenden keine Anwendung von diesen Formeln machen 
werden, übergehe ich ihren Beweis. Die in der Theorie der Wärme nöthigen 
allgemeinen Gleichungen erhält man mit Hülfe des Vorhergehenden aus den 
Gleichungen (A. und 3.),. wenn man darin 














da' da “ dh’ db 4 de' de N 
— II — (A } zz —— — As — IL — / R 

dx dır ’ dx do 7 dx | 

(P) dad da a“ di db © de! er de r 
| ae a ee er u 

da = da PR Ah! dh . nA de u 

\dze de ’ de ud vhs, dz dz / 
selzi. 
S. 4 


Wir haben im Vorhergehenden den Einflufs untersucht, welchen die 
Temperatur-Änderung eines Elements auf die in ihm wirkenden Kräfte ausübt. 
Es bleibt nun übrig. anzugeben, wie die Temperatur des Elements umgekehrt 
von dem Drucke, unter welchem es steht, und von der in ihm enthaltenen 
Wärmemenge abhangt. 

Theilt man einem Elemente vom Volumen Y die Portion freier Wärme 
Jo mit, und läfst zugleich auf seine Oberfläche beliebige Drucke wirken, so 
werden sich Volumen und Temperatur ändern: respective um AV und u. 
Diese Änderungen hangen von den Elasticitätsverhältnissen des Elements und 
von den Coeffiecienten der Ausdehnung durch die Wärme ab; ferner von der 
specifischen Wärme bei constantem Volumen »,, und. von der specifischen Wärme 
bei constantem Drucke &. Alle die genannten Gröfsen betrachten wir, gemäls 
der Annahmen in ($.1.), als Constanten. d. h. als unabhängig von Temperatur 


und Druck. Hiernach leuchtet ein, dafs das Element den nämlichen Endzu- 
141 * 
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stand annehmen wird, man mag ihm die Wärmemenge Aw mittheilen, gleich- 
zeitig wie die Druckkräfte wirksam werden, oder zum Theil vor- oder nachher. 
Bringt man zuerst die Druckkräfte an, so werden diese das Volumen des 
Elements zu vermindern streben. Diesem Bestreben kann das Gleichgewicht 
dadurch gehalten werden, dafs man dem Elemente zugleich eine entsprechende 
Wärmemenge miltheilt, indem diese sein Volumen zu vergröfsern trachtet. 
Es sei also ./o’ die Wärmemenge, welche nöthig ist, um die durch den äufsern 
Druck erzeugte Volumen- Änderung zu compensiren. und Aw die dadurch 
bewirkte Temperatur-Erhöhung. Da diese, der Bestimmung gemäfs, mit keiner 
Volumen-Änderung verbunden ist, so hangt sie von der speeifischen Wärme », 
ab. Man hat also 
Aw — onVu'. 

vo bezeichnet, wie früher, die Dichtigkeit. 

Theilt man nun dem Elemente eine fernere Wärmequantität /w” mit, 
während man die Druckkräfte ungeändert läfst, so wird sich das Volumen 
um IV ändern. Es enispreche der Wärmezunahme 40" die Temperaturzu- 


nahme ./w”, so ist 


AV 
re +PrNAu". 
, 9, y haben dieselbe Bedeutung, wie im vorigen Paragraphen. Nach der 


Voraussetzung ist die Temperatur- Änderung Au” von keiner Änderung der 
äufsern Drucke begleite. Sie hangt also von der specifischen Wärme : 
ab, so dafs 

Aw" — oEeV du” 
ist. Bezeichnet nun So die ganze Wärmezunahme des Elements, Ju die 
sanze Temperatur-Erhöhung, so ergiebt sich 

Io — 4w' + dw", 





Ju = Iu -+ du”. 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen Jw', Ivo"; Jw und Au”, so erhält man 
Br Aw en) IV 


on katetz)n V 

Die Temperatur jedes Elementes eines Körpers wird sich im Allge- 
meinen mit der Zeit £ ändern; in jedem Augenblicke mufs aber diese Glei- 
chung erfüllt werden. Man hat also auch 


du I dw (Een) u 7) 





Br onV dt (atß+y)n dt 







































 !/5 
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Bezeichnet man die innere Leitungsfähigkeit des Körpers durch K, so ist 


nach Kourier : 
I du _ ), a) ” d(K =) 


va  dg 








und allgemeiner, wenn man die Zn des Körpers nach verschie- 
denen Richtungen hin als verschieden betrachtet: 


in ER 


dr se 











wo A,, A,, A, Functionen von x, y, % und « sein können. Wird der Körper 
homogen und unkrystallinisch und A von % unabhängig angenommen. so folgt 


1 do 
7 — hkodu; 





wo zur Abkürzung 


i Pu, du, Pu 
(U —— z + 4 z 
dx a dz? 





AV 
> = r’ also 





vesetzt wurde. Es sei 


da db de 
rn | 
F dı 21 dy ' d&’ 











so geht die Gleichung für = in 
lu K., (En) dep 
R. hund —— — ) — . 
En di En ee (e+p+y)n dt 


über. Für Puncte der Oberfläche gilt die bekannte Gleichung 
K“ —thw— U) = 


u ce Be a EUR da 
wo U die äufsere Temperatur, % die äulsere Leitungsfähigkeit und 7, (en 
Differentialquotienten von % nach der (nach aufsen gerichteten) Normalen der 


| Oberfläche des Körpers bezeichnet. 


(8.) 


| $. 5. 
| Die in ($$. 2 bis 4.) entwickelten Formeln enthalten die vollstän- 
digen Bedingungen, welchen die Probleme der unendlich kleinen Schwingungen 
und der Fortleitung der Wärme im Innern der Körper unterworfen sind. Be- 
vor wir sie auf die letztere Aufgabe anwenden, welche den Hauptgegenstand 
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dieser Abhandlung ausmacht, wollen wir zeigen, wie sich mit Hülfe derselben 
das Verhältnifs — für feste Körper aus Beobachtungen ableiten läfst. 


Wirkt auf die Grundflächen eines prismatischen oder cylindrischen Stabes, 
von der Länge / und dem Volumen V, in der Richtung der Axe eine Kraft I 
(auf die Einheit der Fläche), so werden sich seine Länge, sein Volumen und 
seine Temperatur respective um AT, AV, Au ändern. 


Wird die Temperatur-Anderung ‚Su aufgehoben, indem man dem Stabe 
Wärme zuführt, oder entzieht, so geht Sl in Al’, AV in AV’ über. 


Offenbar ist 














Rd —— T +asu 
7 — de 3adn. 
Nach ($.2. A.) ist aber 
ad En („+1)L 
Di (n +2) (m —1)h 
IV’ 1 L 
vn) 
folelieh 
Al n+1 k 
x Biker (n+2)(n—1) "IL! une: 
AV 1 L 
7 = 77 3odu. 


fu findet sich mit Hülfe der Formel (@.), wenn man darin == setzt, in- 
dem angenommen wurde, dafs die Temperaturveränderung blofs in Folge 
der Anderung des Volumens, nicht aber der Wärmemenge des Stabes, ent- 





standen sei. Man hat also 





0 2 Be: 
Ju == go v 





Die letzten drei Formeln geben 

e—n L | 
€ 3ak(n +2) 

3(n +2) (n—1)k A 


30.41) — 


(7) = 





L = 





EN 


(n—1), 





€ 


r FL, : . Kin+23a—1) ... 
oder. wenn man den Elastieitätseoeffieienten = en - einführt: 
ı 
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3q Il 
e—nn—1 / 

eo nHti 
Hat man die Temperatur- Änderung beobachtet, welche in dem Momente er- 
folgt, wo die Kraft L in Wirksamkeit tritt, so erhält man mit Hülfe der 





ae 
3_ 








Formel (.4.) das Verhältnifs Z; nämlich 


N sah(nt+2)du 
E77 L 





Weber, welcher Beobachtungen in dieser Absicht anstellte, bediente 
sich in der oben angeführten Abhandlung einer unrichligen Formel. Die so 
eben abgeleitete ist nach seiner Bezeichnung: 





# Ba bh’ aln +2)Au 
"Zu 0-P 


Für Su ist hier zu setzen: 
tk(T,—T,) 





du = In _ AT, ' 
ae . 7 2 H ans air eis 
t ist dieselbe Zahl, wie bei Peber; h— — 08° H ist die äufsere Leitungsfähig- 
"0 a & 


keit des beobachteten Drahtes in schwingendem Zustande, r sein Radius, o seine 
Dichtigkeit; T,, und 7, sind die Zeiten, welche vom Momente der Spannungs- 
Änderung der Saite, respective bis zum Anfang der Beobachtung und bis zum 
Ende derselben verflossen sind (also bei den W’eber’schen Experimenten 
T,=4, T,=5--4 Secunden eirca). H ist an der schwingenden Saite selber 
zu beobachten. Weber zog t statt Au in Rechnung. vernachläfsigte also den 
Einflufs der Abkühlung; was bei seiner Beobachtungsmethode nicht geschehen 
darf. (Man sehe die oben citirte Abhandlung von Weber.) 


Eine andere Meihode zur Bestimmung von - für feste Körper stütz! 


sich auf die Beobachtung der Geschwindigkeit des Schalles in denselben. 
Zu diesem Zwecke kann man prismatische Stäbe formen und dieselben 
in tönende Schwingungen versetzen; am besten in Longitudinalschwingungen. 
Für diese erhält man aus der Gleichung (B.), auf bekannte Weise, die Diffe- 
rentialgleichung 
d’a 34 d’a 


) PER 


Ei e—n n—1l dr? 


cc en + 


« bezeichnet hier die Verrückung eines Querschnitts in der Entfernung «= von 
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der einen Basis. Die Bewegung pflanzt sich im Stabe mit der Geschwindigkeit 
nn / 2 n—1 
| el e TE 
fort. v' kann aus der Länge des Stabes und der Tonhöhe leicht gefunden 
werden. Es sei v die unter der Hypothese &== berechnete Schallgeschwindig- 








keit. also 
m 


0 


“ 


® 


\ 
2 


so eiebt vorstehende Formel: 


— uni EH)U- =) 


Wertheim, in seiner ersten Abhandlung über Elasticität der Metalle. 





wendele diese Methode an. Allein die von ihm beuutzte Formel ist gleichfalls 
unrichtig. Er setzt nämlich 





1.3 — 08. 
N " 


während sich aus unserer Formel 


? » u” - Wer ‘ 
? ® 
und 
7 u” a" ’ 
zu antnsene g) er ; UBREOER he) für BB === 2 
€ 2 


ergiebi. 

Wertheim scheint zu seiner Formel durch Anwendung des Porssun- 
schen Satzes gelangt zu sein, dafs die Schallgeschwindigkeit in einem unbe- 
orenzten Medium zu der in einem dünnen Stabe sich wie y6 zu y5 verhalte. 
Allein Dies ist nur dann richtig, wenn man e=n und n=3 setzt. 


S. 6. 

Sind die Kälte- und Wärmequellen, denen ein Körper ausgesetzt ist. 
nebst den äufsern Druckkräften constant, so wird sich mit der Zeit ein vom 
anfänglichen Wärmezustand unabhängiges Gleichgewicht der Temperaturen ein- 
stellen. Zugleich werden sich die Verrückungen der Theilchen einer unver- 


du dp 


änderlichen Grenze nähern. Man wird also — =0, —() für {== x finden. 


di dt 
Die Gleichung (B.. $.4) wird demnach zu 
du =; 
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d. bh. die Bedingung des Gleichgewichts der Temperaturen ist von & und » 
unabhängig. Dagegen giebt es nur einen einzigen Fall, wo die veränder- 
lichen Temperaturen von e—n) unabhängig sind und wo die darauf be- 
züglichen Bedingungsgleichungen mit den von Fourier aufgestellten überein- 
stimmen; nämlich den. wenn der erwärmte Körper einen dünnen Stab oder 
seschlossenen Ring bildet, dessen Querdimensionen so klein sind, dafs die 
Temperatur eines jeden Querschnitis als gleichförmig betrachtet werden darf. 
und wenn zugleich die auf die Oberfläche wirkenden Drucke constant sind 
Alsdann is! offenbar p = 3au. Setzt man diesen Werth in Gleichung (B. $. 4.). 


so ergiebt sich 





du kh, s—n du 
—— —du .—, 
di pn 7 dt 
d. h 
du Ih 
— = —du. 
di 02: 


Dieses ist die bekannte Gleichung, welche bis jetzt alle Analysten 
ihren Untersuchungen über die Wärme zum Grunde gelegt haben, und die man 


aus (DB. 8.4.) erhält, wenn man darin == selzl. 


$. 7. 

Am meisten Interesse hal die Untersuchung der Temperatur-Verhältnisse 
einer homogenen Auygel, oder einer Kugelschale, die von concentrischen Kugel- 
Oberflächen begrenzt ist. Die analylischen Entwicklungen lassen sich in diesen 
Fällen mit aller für die Anwendung auf Experimente wünschenswerthen All- 
semeinheitl und mit ziemlicher Einfachheit durchführen. Wir begnügen uns 
damit, hier die Hauptmomente nur für die volle Kugel zu entwickeln, und 
nehmen dabei die willkürlichen Bedingungen des Problems möglichst einfach an. 
Nämlich, wir setzen. zur Zeit =0 sei die Kugel so erwärmt, dafs alle 
Puncte in gleicher Entfernung # vom Üentrum die gleiche, aber willkürliche 
Temperatur ®, haben. Es ist also 

en, f(r), 
wo f(r) eine willkürlich gegebene Funclion des Radius-vector ist. Die 
Temperatur der Umgebung sehen wir als constant an; eben so den normal 
vegen die Oberfläche der Kugel gerichteten Druck. Beide lassen sich — 0 
seizen, ohne dadurch die Aufgabe weiter zu beschränken. Es sei also 
U-0, X=-0, Y-0, Z=0 
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Übrigens wäre die Lösung noch möglich, wenn man für die äufsere Temperalnr 
und den Druck beliebige Functionen der Zeit setzte. 

Auf Punecte im Innern sollen. aufser den molecularen. keine andern 
Kräfte wirken: d.h. es sei 

ee. "aa 

Offenbar werden unter diesen Voraussetzungen die Temperatur und die 
Verrückungen irgend eines Punels, zu einer beliebigen Zeit /, allein Functionen 
seiner Entfernung r vom NMittelpunct der Kugel und von Z sein. Transformirt 
man Öw, unter Berücksichtigung dieses Umstandes, in Polarcoordinaten, indem 
man den Mittelpuncet der Kugel als Anfangspunct annimmt, so erhält man 








OU e 2 
A u 
und die Gleichung (#2.) geht in 
’ du K d’ru) e—n dy 
2.) d or dr Ian dt 


; x 7. h ) 
über. Schreibt man der Kürze wegen A stait —. so giebt die Bedingung an 


Rh 
der Oberfläche (9.): 


du 


(3.) ” hu — V. 


Aus (E.) folgt, unter Anwendung der Gleichungen (L. und M.): 


4) 0 = u ya 
wo 
da | db de 
dx ' dy ' de 





die Dilatation des Elements ist. Es sei »(1--%) die Entfernung eines Puncts 
vom Mittelpuncte der Kugel zur Zeit 2=0, d.h., es sei 7% die Verrückung 
des Punets in der Richtung des Radius, so erhält man 

(5.) pp —= 39--r z 
Die Gleichungen (D. und £\) geben 


d(r$) 


(6.) 0 — p--(n-—-1) - 


— (n+2)uu. 





Diese Gleichung gilt nur für Puncte der Oberfläche. also nur für r=n, 
wenn r, der Radius der Kugel ist. 
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Unsre Aufgabe ist nun, eine Function « von r und ? zu finden. welche 
den Bedingungen (1 bis 6.) genügt. Als siebente Bedingung kann man hinzu- 
fügen. dafs für r—= 0 die Verrückung 7 nicht unendlich werden darf. 


S. S. 
Aus der Gleichung (4.) ziehen wir zunächst 


Yf un nr? ou- Ft), 


n 





wo Ft) eine willkürliche Function der Zeit ist. Aus (5.) folgt 


I — 1 ry dr. 


0 
Das Integral mufs für r—=0 verschwinden, da sonst im Mittelpuncte der Kugel 


r$ unendlich würde. Setzt man hierin für g seinen Werth, so wird 


Pe n+?, I rudr--ıF(t). 


n r° 
0 


Dieser Ausdruck für 9 in die Gleichung (6.) substituirt., giebt 


Fu) = ED. 2 /"rudr, 


3 
N Y 
°o 


- 23 6in—1 Pi 
0) ya ZI. rudr. 


[7 H 








folglich 





0 


0 
Mit Hülfe dieser Gleichung kann man aus (2.) g eliminiren und erhält 


(8.) (1 | h+?2 € 4 du  K d’(ru) 8: 2(n—1) en u u 


—_ = — - — dh 
In N dt onr dr 7 n dt 


0 











Diese Differentialgleichung ist linear und in Rücksicht auf die Variable / von 
der ersten Ordnung. Man kann also 

A EEE u 
setzen; wo m eine Constante, die wir vor der Hand unbestimmt lassen, und 
v eine Function von r allein ist. Die Substitution in (8.) giebt 


2 2 sr 
10)... 4) = 6, 


dr ” es 





wo zur Abkürzung 








2 nm 2m -Nntn+2): 
K In 


b6(an—1)(e—n) 
a 7 Un—N)n+n+2)e 


’ro 
/ rv dr 


0 


D- 
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gesetz! wurde. Das vollständige Integral der Gleichung (10.) ist 


a A a bsı 
v — 9 SN—-+4Y 0085 — — —- 
? AN 4 oO r, 
Da für #==0 nieht unendlich sein kann. weil sonst # im Mittelpunel der 


> 
Kugel beständig unendlich wäre, so mufs y"=0 sein. Der blofse Anblick 
der Gleichung (10.) lehrt, dafs wenn die Function » ihr genügt, auch gv ihr 
genügen muls, wenn g eine willkürliche Constante ist. Wir können deshalb. 
zur Vereinfachung der Bezeichnung. 

ar bsr 


12. = s— — — 
(12.) nn 


0 0 
seizen; und dann ist ge das allgemeinste Integral, dessen wir bedürfen. 
Multiplieirt man die Gleichung (12.) mit rdr und integrirt von O bis r,. 

so erhält man. mit Berücksichtigung von (11.): 

Mn 

s — —(sin@a— acosa)— Ash, 

dt 
woraus 
r’ sina— ac0Sa Me 


13. sa . —— -(sina — acosa 
(18.) a? I+4b oem’ 4 





folet. 
Wir haben nun für «@ den Ausdruck 


ME 
sın — J 
v m? ”, ’5 nm ® 
Ma) een ag 2. — Je! 
“ a « ‘ 


r ) 


0 





gefunden. Soll derselbe die Aufgabe lösen, so mufs er der Bedingung an 
der Oberfläche (3.), nämlich 

(> + hu) == 0 
genügen. Die Substitution von « aus (14.) giebt. nach einer einfachen 
Umformung. 











f r,hb 
tanga Tr a’(1-+4b) 
2. 77 r,hb 





"ta tıD) 


oder. wenn man für 5 seinen Werth setzt. 





tano a 142 _— - 
(15.) ang m. n 


da 








ven M—1) em) roh 
1I—r,h+2 - 


2 





€ a 
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Alle Grölsen in dieser Gleichung sind gegeben, aufser allein «. Damit sie 
erfüllt werde, müssen wir für « eine ihrer Wurzeln setzen. 

Offenbar hat die Gleichung (15.) unendlich viele Wurzeln. die. ihrer 
Gröfse nach geordnei, durch @,, &, ... 4;. :.. bezeichnet werden sollen. 
Mit Hülfe einer jeden kann man eine parliculare Lösung der Gleichung ($.) 
von der Form (14.) bilden, welche zufolge ihrer Herleitung den Bedingungen 
(2, 3. 4 und 6.) genüg 


wenn man die Summe aller dieser partlicularen Lösungen nimmt. Deutet man 


. Den allgemeinsten Ausdruck von u erhält man. 


die von der Wurzel «, abhängigen Gröfsen durch den angehängten Index / 
an. so ergiebt sich 
T E ®) —m?1 
I = =,0,— ® 5 
f ’ 
und man erhält m;, v,;, s;. wenn man in den Gleichungen (11. 12 und 13.) 


a, statt «a setzt. 
$. 9. 

Kämen unter den Wurzeln der Gleichung (15.) imaginäre vor, so 
hätte man die ihnen entsprechenden parlicularen Lösungen für # aus dem allge- 
meinen Ausdrucke (16.) wegzulassen, da offenbar «= 0 sein mufs, für /— x. 
während imaginäre Werthe von « auf einen Ausdruck mit periodischen Gliedern 
führen würden. Es lälst sich aber nachweisen, dafs sämmtliche Wurzeln der 
Gleichung (15.) reell sind. | 

Irgend zwei der Gröfsen v, die wir durch v, und v, bezeichnen wollen. 


genügen den Gleichungen 





Ou 
ih hyu ia 
dr ' r ri) ’ 


\ 


} 
u/r 


dv a; bs,r 
Re M u cn 
re) 
0 0 


In der leicht nachzuweisenden identischen Gleichung 


(%;,),=u zn Ö, (® =, > 0, 








‘ 


„ ‚do dw rn ‚Pro Ä „do dw 
rw —— —\rw — such rw —— dr -- r° — dr 
dr var. dr ri) o dr A dr dr 


Vu ® 


. . . 
selze man == —., 0o——, so ergiebt sich, unter Anwendung der voran- 


gehenden Gleichungen: 
7 Vu 


{ — —— 


au [” bsur ro r r 

A Ta en f \ 2 

(1 6.) / v, (v, + y? )dr —h (VıPurer, +/S r dr dr dr. 
oe 0 2 
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Mit Hülfe dieser Gleichung folgt nun leicht, dafs der Gleichung (15.) kein 
Werth von der Form 

a, = P+yY-1 
senügen kann, wenn 5 und y reell und von O verschieden sind. Da nämlich 
alle in der Gleichung (15.) vorkommenden Gröfsen reell sind, so mufs, wenn 
eine Wurzel von der angegebenen Form vorkommt. noch eine zweite von 
der Form 

ae da 
vorhanden sein. Die diesen beiden Wurzeln entsprechenden » müssen sich 


auf die Form 


v, = vV’-+o"y—1 und 

vo, = v— ev" y—1 
bringen lassen. und eben so wird 

Ss, = s- s'y—1 und 

ss, = ss —s'y—1 


Z ! "n 


sein: wo v, v’, s, s' reelle Gröfsen sind. Durch Substitution dieser ver- 
schiedenen Werthe geht die Gleichung (17.) in 








2? 2 DyAR u Au m2\  b 2 men! 
(/2 j' — 2 1/ (v u, Jdr 4 (8 Pi 
0 0 
„ - \ 2 
[ ? 
PL d— d— 
’ ’ 2) 7 r 
h(v we). .f "An —— dr 
u 9 dh dr 
h) 


über. Damit diese Gleichung erfüllt werde, mufs der Coöfficient von y—1 
verschwinden. d. h. es muls 


2, ) Me R). HIPE Ir - b 2 | man 
7/ı / (€ 1 q RT EW 3 % pesmnu 0 
0 


sein. Da d posiliv ist. so kann die Parenthese offenbar nicht verschwinden. 
Also muls 
Py = V. 
) 


d.h. #==0 oder y=0 sein. Für %—=0 würde die Seite links in obiger 


Gleichung negaliv. die Seite rechts positiv werden (da 4 positiv ist). Die 


Annahme 5 == 0 führt also auf einen Widerspruch, und es mufs daher noth- 
wendig „=0, d.h. «, und folglich auch m, reell sein. 


Diese Methode, die Realität von = nachzuweisen, läfst sich sehr leicht 
auf das Wärmeproblem in der allgemeinsten Fassung ausdehnen. Sie unter- 
scheidet sich in einem wesentlichen Puncte von der Porssonschen, indem auf 
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die angegebene Weise nicht blofs nachgewiesen wird, dafs m’ reell. sondern. 
was eben so wesentlich ist. dafs »n reell. also m’ positiv ist. 

Über die Lage der Wurzeln dieser Gleichung läfst sich im Allgemeinen 
Dasselbe sagen, wie über die Wurzeln der Gleichung 

langa 1 
a A—rh 

Da diese Gleichung vielfach behandelt wurde, wollen wir nichts darüber hin- 
zufügen. Nur werde bemerkt, dafs «,. mit wachsendem », rascher der Grenze 
2n--1)47 sich nähert, als «),. 


$. 10. 
Vertauscht man in der Gleichung (17.) 4 mit u, so bleibt die Seite 
rechts ungeändert. Daraus folgt 


fr, (v,- 7 )dr af: (lv. + osur  )dr == 9, 


0 





oder, wenn man die Gleichungen (11.) a 


u ef bsur 
(17.) Ur Dr ai) f v,(®, "T =, )dr RR 
0 IE} 


Es seien 4 und « von einander verschieden, so folgt daraus 


(18.) Solo, : "s,)dr — (). 


Ist dagegen A = ı:, so erhält man 


ro rb ' sn2a; „n—NDe—n (Sin a, — vosa,)'l 
(19.) af vv: +.)dr= nu) — —— — 2 7 —. 
0 


4a; n n 2 








0 


Mit Hülfe der Gleichungen (18 und 19.) lassen sich nun leicht die 
Werthe der willkürlichen Constanten 9 in dem Ausdrucke von u, (16.) 
bestimmen, dafs auch die letzte noch übrige Bedingung (1.) erfüllt wird. 
nämlich, dafs « für 2=0 eine gegebene Function f(r) wird. Es muls also 

== f(r) u ig 
1 


sein. Man multiplicire diese ME mit 

rbs,. 
—- r(v,- - ae 3 )dr 
und integrire von r bis r,, so erhält man 


Srrensin(* -2/ v(v, + - se dr. 


0 
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Wegen der Gleichungen (15 und 19.) wird die Seite dieser Gleichung rechts 


1 2 h 2 “ur 
g, = / rfir sin (ZZ )dr 
11® 0 0 


und es ereiebt sich für « schliefslich die Formel 


A. £ ER IENE / 8 2 
e 3: / rfir) sin ( Jar. 


0 


g,c,, also 


(20.) u BI; 





»C; 


In derselben ist. dem Vorhergehenden zufolge: 














El: $ N Il e—n (sina;—cosa;) r 
v; sın \ — )— 2 - —, 
AN € dt; gi 
h, sin 2a; PL —1 e—n (sina; — c0sa;)} 
ee Balz Sa de ar a ai 
[ı 7 
a; In 





ın; _ em u 
- N, 2 (an —1)n+(n-+?2)e 


0 


und «@, ist eine Wurzel der Gleichung 
n—1l e—n ryh 
tang « ee € , 


( 





da 








7 ni e—y r,h 
g.7 


ee 
HH € d 


(reselzt. man habe die Kugel so lange in einer Flüssigkeit von der 
constanten Temperatur «, erhalten. bis sie dieselbe gleichfalls angenommen 
hat. und bringe sie zur Zeit /==0 in eine andere Flüssigkeit von der constan- 


en Temperatur 0. soist fr %,== Const. und es wird 


f' j . fa r\ “ .r iu 
/ rfirsin( — )dr = uf rsin( - )dr us; 1-+ 46 
g 3 g « 





m 7 
U ul h b 2 a v 


Diese Formel scheint insbesondere zur Vergleichung mit Beobachtungen ge- 
eienel. Am bequemsien ist die Verfolgung der Temperatur im Mittelpune! 
der Kugel, also für = 0. Die Formel (12.) giebt dafür 
[ Oi \ d) bs; 
Ya u . Een 
Kine nähere Discussion des hieraus für (w),—., entspringenden Ausdrucks 
unterlasse ich. Es läfst sich daraus ableiten. was auch schon eine einlache 
Überlegung zeigl. dals. wenn #4, >>0 ist, Anfangs die Temperatur = im Mitiel- 


punei der Kugel wächs!, ein gewisses Maximum erreicht, und von da an fort- 











55. Amsler, über die Wärmeleitung in festen Körpern. 347 
während abnimmt, bis zur Temperatur O der umgebenden Flüssigkeit. Die 
Beobachtung jenes Maximums, und des Augenblicks,. in welchem es eintritt.- 


... . r N . 
kann benutzt werden. um den anderweitig bestimmten Werth von —- mit 
€ 


Hülfe obiger Formel zu verificiren. 


$. 11. 

Zur vollständigen Lösung unsrer Aufgabe fehlt noch der Beweis, dafs 
sich die von r—0 bis r—=r, wellkürlich gegebene Function f{r) wirklich 
in eine convergente Reihe von der Form 

IJıdı =) getan 
entwickeln läfst. Diesen Beweis übergehe ich hier und begnüge mich. zu 
bemerken, dafs sich die Richtigkeit unsrer Voraussetzung als Folge eines sehr 
allgemeinen Theorems ergiebt, welches sich folgendermafsen aussprechen läfst: 

„Es seien ©, %s ... Omas... beliebige Functionen von r, welche 
zwischen den Grenzen r— A und r—B stetig und immer endlich sind, und 


x 


welche die Eigenschaft haben, 
1) Dafs v,, zwischen r = A und r=D, ‘n—1)mal das Vorzeichen ändert; 
2) Dafs die unglerchen Wurzeln der Gleichung v„— 0, welche ihrer Gröfse 
nach durch m,, n,, ... 2?0„_ı bezeichnet werden mögen, so liegen, dafs 
m, < (m—1),< m; ,, ist, und dafs die Summe (A—m,) -- (m —m;) —+--- 
— (ma — Mi) — (Mm — B)’ mit wachsendem »x sich der Null nähert: 


m—? m— 


so läfst sich unter diesen Voraussetzungen die willkürlich gegebene Function 
fir) zwischen den Grenzen r—=A und r—=B in eine convergente Reihe 
von der Form 


[= gttrgat' 


entwickeln.” 
Die Gültigkeit dieser Reihe kann für besondere Werthe von r eine 
Ausnahme leiden. je nach Beschaffenheit der Funclionen v,, %, ... und f(r). 
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36. 
Farückführung einiger Summen und bestimmten 
Integrale auf dıe Jacob- Bernoullische Function. 


(Von Herrn Dr. Raabe, Professor an der Universität zu Zürich. 


1. 
I. dem bekannten, von Porsson herrührenden Satze, den auch meine 
Integralrechnung in Nr. 230 enthält und den folgende Gleichung darstellt: 


/ y 2,de = vilpla)+plaz v)+ pl 20) + + - pla+(n—I)r) +3p(0)} 


m. 77 
am ER rt (2 — u) 
— 32 PeE)CO — — BL, 
at = ! 
sın.a 





wo b—- a==nv ist, nehme man (x .„ a=0V, b=x an. Dies giebt 


50 - sin® 


Au 
SI 


sin2e- 4 sindo — 4 sin dv -- in inf. 


1 
u 


BL Ir da m zY 7 dır 
Eu er) 





wo v irgend - reelle, positive Gröfse st Nach Gleichung (6.) der Nr. 358 
meiner Integralrechnung giebt das erste bestimmte Integral innerhalb der 





Klammern den Werth 47. das zweite den Werth -- 4 oder — !n, je nach- 
rn ... . . N u . “ 
dem — —1 positiv oder negativ ist. Erklärt man nun vo innerhalb der Gren- 

) ® Ir . Yon r . 
zen OÖ und 27 liegend. so stellt — —1,. für alle Werthe von r —=1 bis 
- 
r = x, eine positiv angebbare Gröfse dar; folglich hat man: 
Ian = 30-+ sinv--sin2v -—- 4 sindo--in inf., 


oder man hat für alle innerhalb O und 7 fallende Werthe von .r die Gleichune 


9 5. sinkr 
y® —— ’y ° 


— Ä TA 


ki hi 
Multiplieirt man dieselbe mit d. und integrirt beiderseits nach ©, so 
ist man berechtigt, den Umfang der Integration über alle innerhalb O und 2 
fallende Werthe von x auszudehnen; allein, wie der Erfolg zeigt, dürfen 
auch diese Grenzwerlhe selbst, in den Bereich des Integrations-Umfanges auf- 


genommen werden, d.h. man hat für alle Werthe von 20 bis 2 = 2 
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den Ausdruck: 


2 km t 


iu a 2 
BR ki E 


KL 





Wird noch der Kürze wegen die Gleichung: 


l 





zii. 8 
1=ı K* iD 
lesigestelll. so hat man von 20 bis w = rn: 
2 Kst . 
HIER ‚ERBE coshur 
15 a 28; en j2 


Multiplieirt man diesen Ausdruck mit de und integrirt von 20 bis w ——.r, 
so ergiebt sich: 


2 k=x > 

HE ‘ 7 N ‘ " sinka 
. — et Er; 
”= 1.2 nt 








was ebenfalls für alle Werthe von x 0) bis 2 == 2rn identisch besteht. 


Fährt man fort, das jedesmal gefundene Ergebnifs mit dr zu multipli- 
eiren und von 2==0 bis 2 .r zu inlegriren, so gelangt man unter Fest- 
stellung der Vereinfachungsgleichung 


PR WERE 7.20 LTE. 


Yy)r Y) ) -ı _ in inf. 
3 I ze I geiz 





auf folgende Gleichungen: 
































rm +1 gr ‚ gem ’ xm3 
NT —n ——?28, — +28 — 
1.2.3...(2m-+1) TE 8 De 1.2.3...(2m—1) ,1:3.9...12m-—-3) 
2 S m—3 
9% 1.3.3...) 
‘ BE. en 
2 / \m—l U 5 A a ‘ +8 1 m x£- 9) 2 1 \ınH = 
IT Dam 27,9,3 19070)" Dam | Kem+T 
rn 19 rm 1 gr” ö gr 2 
ee rn = Be ne’ WERE 
1.2.3...(2m +2) 1.2.3...(2m-+1) 1.2.3...20 "1,2.3...(2m—2) 
‚ arm 
_2S, | i 
’1.2.3...(2m—4) ! 
2 k=xr 
x 2 a ‚ oe ou 
2 -1) ü Sonim 2 ( —1 )" Samı2 er 2 (—1) P> 12m+? ° 
1.2 i-ı fh 


die für alle Werthe von £=0 bis £==?2n bestehen. In denselben darf 
man 0 —= 0,1,2,3,4,... annehmen; nur bei m = 0 sind in der ersteren 
die Grenzwerthe 2 = 0 und z = 27 auszuschliefsen. 

46 * 
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Führt man hier statt 8;,, die rte Bernoullische Zahl B, nach der be- 
kannten Gleichung 
5 s “) 2 | 
B, ——— 1.2:3 > ar. ar Der 


ein, multiplieirt hierauf die sich ergebenden zwei Gleichungen beziehlich mit 
1.2.3...2m und 1.2.3... 2m-+1, 


und stellt den rten Binomialcoöfficienten in der Entwickelung von (1-4 2)” 


m . . . ” . . . » ” 
durch (" ) dar, so gehen die obigen zwei Ausdrücke beziehlich in folgende über: 





2(—-1)"+1.2.3 ... 2m = > 
= — 4.972” --4 Sl Baer —ı vs B, (2n)' 2°"? 
BRETT) Baer IT Ban", 
2(—1)"1.2.3 ... (2m- "= ee 
u WE ee amt) Ban) ar (TB, ze 


TB TB, Ant 


1 


(—1) m—1 2m +1 O..\2m a2 | (—1)” 2 VE 
2m vo Bam" 4 am Bun)". 


Dividirt man die erste dieser Formeln durch (27)””*', die zweite durch 
(27,7, und führt die in meiner Schrift „Die Jacob Bernoullische Function” 
festgestellte Bezeichnung dieser Function ein, die für einen geraden Functions- 
Exponenten 2m durch B”(x) und für einen ungeraden 2n-1 durch B’(x) 
dargestellt wird, so ergeben sich die Ausdrücke 














9 m-+-1 = nl 
2(—1) ’ sin kr & 
er eg 1. 2 . 3 ...o.0.0 2m > > en zu B"() R 
(AnyemA m Km In)’ 
> m Kuzzae o 
2 (—1) coskr (—1 yr 
am 1.2.3... (Ami) - — B(Z)+2 I B,„,; 
(2m) +2 ( I a ker 2 Ir | 2m+2 m+L1° 
oder auch 
2 4 \m+ I kr 2] 
“\ 2.  Ssin2hrx m, 
(1.) (2r)mHı 1.23 re om mt == (2), 
2 2 I=r m 
2(—1) ” cos?kır ’ (—1) 
=. — 1.2.3... y P > En — DB ‘(x 2 (u B . 
(2 ) (2) t-2 \ Im | LE fern +2 \ ) 2m+2 m--1 
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Für die Werthe O0, 1, 2, 3, ... von rn bestehen diese Formeln von 
z—0 bis 21; nur für m—0 bestehet erstere (in welcher dann das 
Product 1.2.3... 2m durch 1 zu ersetzen ist) lediglich für die innerhalb 
O0 und 1 fallenden Werthe von &. 

Für diejenigen Leser, welche meine oben erwähnte Schrift nicht bei 
der Hand haben, füge ich folgende Begriffsgleichungen der Functionen 3(=) 
und B’(x) bei: 


u. i ar gi = 2m u f 2m 2m —3 
B'a) = —— — 48" +47 )Bat—-4(”, )Be 


2m +1 
2m ) u | ST 2m 
1 Dr 
7 + 5 B,x — 2m a Bus, 


DB (x) au 25 —ıir Im+l_| (TI) B,2 r ER )B: mt 


Dim 








i N rl Pu EN (ee ee B_x. 


2m 2Zm—1 


wo B,, B,, B;,,... die aufeinanderfolgenden Bernoullischen Zahlen sind. 


nämlich die Zahlen &, 300, a5, 35, + rslo, 4 U. S. W. 


2. 


Aus den Ergebnissen in (1. und 2.), zu welchen Legendre im zweiten 
Bande seiner „Exercices”, wie auch Herr Dienger im 34. Bande dieses 
Journals manche schöne Analoge mitgetheilt hat, ziehe ich zunächst einige Spe- 
cialisirungen, die auch als Verificationen der Ergebnisse angesehen werden 
können. 

Wird in (1. und 2.) 2 = 0 gesetzt, so geht (1.) in eine identische 
Gleichung über, und letztere führt auf: 


= aAm--2 
y 1 (2n)mt* 
me ee 
G) ZerrmtT22a..0mr) Bars 





welche mit der in voriger Nr. zwischen 3, und 8;,. aufgeführten Relation 
einerlei ist. 


Wird ferner insbesondere 2 == 4 geselzt, so erhält man 














k=x k—1 9 ,_,\2m+1 
e— —|1) wi. on (2 se)” Fr 7 
>; — ex 
(4.) 1 (2k—1)m+ı BIEEES...0 * @» 
F k=n 7 __A\m-+ )?m+2 Far 
> ( r > 28 ( 1) of (Ar) LER 1) m; 
= (Ak—1)"t° 2 1.2.3... (2m-+1) 2m +2 
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Man sieht leicht die Richtigkeit der ng 


3 Er. ; 


II (2k — 1 em +1 Im- + Hrm+i Pre ker | 





IV 


Verbindel man dieselbe mit der ersten in (4.) durch Addition. so wie 
durch Subtraction, so ergeben sich folgende zwei beachtenswerthe Summen- 


bestimmungen: 











( Ne ee VE P? 32m " Ba 9 
i ( Are Zen ) kam 3 1323... Bm B A (dk— 3)? rt" 
er We I"-i (2mjmti  _:; 
_ N porn au (—1)" a) n4 "A ) I “ . „ 
( | am H Pan ke” Je 2 323: .. ‚2m B 1 >: (4h— 1 zu 
Multiplieirt man nun die Ausdrücke (1. und 2.) mit dx und integrirt 
von 2==0 bis z==1. so erhält man 


u ei r 


—D 
= +2 ) m 





M 
119 


(6.) SB" ode = 0, Pi B (z)de — 


0 


welche Gleichungen auch in meiner oben eitirten Schrift mitgetheilt worden sind. 


Werden ferner dieselben Gleichungen erst mit cos?raxdx, dann mit 
sin2raz dx multiplieiri und hierauf von 20 bis 2 —1 integrirt, so er- 
oeben sich die Integrale 
. Nr D2m+1) 
" (2)? m-| yam+l  ° 


(—1)”" I[(2m-+2) 
(Army +2 gyamt? . 





Y B' x)cos2raz de —=O. I B'(x)sin?rn.c dia — 


0 


(4 nd 





/ BD (x) sin?rnır de =. f RB x)cos?rıx de — 


wo » eine ganze Zahl ist und / a) die bekannte Legendresche Bedeutung hat. 


Stellt man nun mit Hülfe der oben im Eingange unterlegten Gleichheit 





*] a | 
das bestimmte Integral } B' x)dx her. so erhält man. wenn e — — ve- 
. n 
setzt wird. mit Beachtung der Gleichungen (2’\0)=0. B’'(i1)—0, folgende 
Ausdrücke: 
| B 
/[ Budı — B'(- N de 63 Fi 
€ N 2 
r=& "2 
— 22 Bi x)cos2nrac de; 
ri“ 0 


wo a irgend eine ganze und positive Zahl bedeutet. Ersetzt man die Werthe 
der hier vorkommenden bestimmten Integrale den unmittelbar vorher aufge- 


stellten Gleichungen gemäls. so ergiebt sich 
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—1)r-ı re ww EN url — 
a. wel) nz 
2 (—1)”-1! ‚I@m+2)'T; | 

(2n)?"+2 wer... 2, yam+?? 


woraus, wenn die Bedeutung von /'(2n--2) und die oben aufgestellte Glei- 
chung (3.) beachtet wird, 





2 Im. Furs c m ST :)B, Hl 
BR we) 


lolgt;: welche Gleichung auf einem weitläufigeren Wege in meiner Schrif! 
über die Bernoullische Function ebenfalls gefunden wurde. 
Multiplieirt man weiter die Gleichungen (1. und 2.) beziehlich mit Bw )d.a 


und B’ix)d.ı und integrirt sie dann von #=—=0 bis x -— 1, so ergeben sich. 
beachtend die hier aufgestellten Gleichungen in (6. und 7.). folgende Ausdrücke: 





f l L ni 2 ka 1 
ıy de = — I(2m- 1} 3 —— , 
I . (2r)tm+? / er hr +? 
a 0) 7 | B: 
/ B' 2 d Eee ze BE (2m a’ > ne 
u “ ‘ m-+ \» sg m 6 2,2 ° 
= (in)tm+t TU (2m + 2) 


welche, mit Rücksicht auf die oben aufgestellte Gleichung (3.) und nach Resti- 
tuirung der Funclionen /2m- 1). 12m -- 2), folgende beachtenswerthe 
Resultate geben: 


r „ RN u 3.3.4: em 
Sa B(z) aa (2m +1)(2m+2)... (4m?) Baur: 


' y | 1.2.3.4... (2m-+1) Birı 
J Bad = ra ae: mto® 








ww 


Erwägt man nemlich, dafs B"/x', wie B’ x), hier die m ersten Ber- 
noullischen Zahlen enthalten, so wie den Umstand. dafs die bestimmten Integrale 
links leicht zu finden sind, so zeigt die erste dieser Gleichungen. wie mil 
Hülfe der m ersten Bernoullischen Zahlen unmittelbar die ‘2m - te gefunden 
werden kann. Und ganz Ähnliches zeigt die zweite Gleichung in (9.) in 
Beziehung auf die (2m -- 2)te dieser Zahlen. 
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3. 

Die Ergebnisse in (1. und 2.) leisten auch gute Dienste, um die 
Bernoutlische Function mit geraden, so wie mit ungeraden Functions-Expo- 
nenten in bequemern Formen darzustellen, als es in meiner Schrift geschah. 

Nach der Gleichung (5.) des zweiten Abschnitts dieser Schrift hat man 


für jedes x: 


B'i1—2)=—B"(z), Bi1—xz)=PB(e). 
(reht hier z in L— x über, so ergiebt sich 
B'4t2)—=—B'4—2), Buü+n)=B(4-z); 


woraus für die Function B”(4--x) nur ungerade Potenzen von x und für 
die B’(4- x) nur gerade Potenzen von x gefolgert werden; d.h. B’(4- x) 
ist eine ganze rationale Function von = vom (2mm-- 1)ten Grade, in welcher 
die geraden Poltenzen von X fehlen, und eben so ist B’(4-+-x) eine ganze 
rationale Function von “x, die keine ungerade Potenzen enthäl. Da nun 
diese Formen zur Beurtheilung der betreffenden Functionen viel geeigneter 
sind. als die Ausgangs der ersten Nummer vorliegender Mittheilung aufge- 
stellten, so setze ich auch noch deren Angabe her; wobei, wie schon gesagt, 
die Ergebnisse in (1. und 2.) zur Anwendung kommen werden. 

Nach dem Taylorschen Satze erhält man, wenn man das unmittelbar 


vorher Gesagte beachtet: 








rem-+l 1 

I Fi 1 a r) ER < [7 (4) « i 

2 u 2r—1\2 > ) 

, rl 1.2.3...3r—1 

B'(-+2) = Bi)+E Ba) 

a ’ı\ 1 . ’ı\ 

\2ı dl \2/ ag 2 ) TI 

ans 1.2.3..9 


wo Bi,_,(4) der (2r—1)te Differentialquotient der Function B”(x) ist, wenn 





man nach geschehener Differentiation x —= 4 setzt, und wo es ein ähnliches 
Verhalten mit B’(4) hat. 

Zur Herstellung dieser Differentialquotienten, wie auch analoger anderer, 
eignen sich nun die Ergebnisse in (1. und 2.) besonders gut, wenn man nem- 
lich die Convergenz- Verhältnisse der ohne Ende fortlaufenden Reihen da- 
selbst immer im Auge behält. 

Durch successives Differentiiren besagter Ergebnisse nach x gelangt 
man sehr bald zu: 





un... ee k=a 05 Ahr 
=..,(4 „== (Am)m-TH 1 2.8 PE- 2m: - Kem—ar+? D 

. 2 (—l)r+r k=a cosähnz 
B,, (A / | (2)? !m—2r+2 1. 2. 3. .. (2m 1)# > —, Kam r+2 ’ 





56. kuaube, 


folglich ergiebt sich, beachtend 
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noch die zweite Gleichheit in (2.): 





2 (—1)” ? +1 i=x (Ay 
B!_, (4) — —1.2.3...2m 2 — k 
1 (4) = (2a)?r-? 2r-+-?2 2 uns Jin—r) L?2 
jmtrH u, 
Bi = Fr 
2r\2, Bayer r2 \ i ai katm-n) 29 
2 (Ir + k=2 (_4)k-1 —f)r+1 
BA) 1.2.8... Be - DE ee | 
\2/ (in) t+° ( At Ber: nn E Baince 


Berücksichtigt man die leicht 


herzustellende Gleichung 





ka Bus = 
EB 2 TE E 
= h" > w hr 


nebst der in vorhergehender 


für alle ganzen Werthe von 
„ \ \rr 
B..-ı(4) = ( 
B,.4) = (-1)” 
ri 
B ı — 
a m-+-1 
Endlich finden sich aus den 


B'(r). wie sie Ausgangs Nr. 





Nummer aufgestellten Gleichung (3.),. so hat man 





r —i1 bis r—=m die Ausdrücke: 
| | I'(2m-+-1) 
r+1 en , 0, | 
(a 
ri S(m+2) 
"A om) ri B, +19 


2m — 2r +3) 


(gm )Bauın 


Bestimmungsgleichungen der Functionen 3’ 


1 sich ergaben: 





nk) = 1... B.n4.(2) = 1.2.3... 2m+1. 

also 
im41(#) = I (Qm-+1), Bun,.(4) = I(2m-+2), 
folglich erhält man: 
B"(4-@) 
a am l 1 2m 233 m2m—1 2m 1 mm} 
au  2m—1 ( 2 )A-BBıa v Fr. (4 yU- 55) Ber 
2m a gan 2m 
let zm)(1 — zum) Bar. 


x „2m--?2 


1 
3 mn 2m Ze ” 


m —— 


Fr 


L (—1) m-+1 


k; m+i1 


air. 





B'(}- 


TIME” a] al )a- -)B: 2er 
2m—4 - 


E.;, GH + u )B,2' 


J 





1 
Bu Y2m-+? u. B„.ı: 
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welche Ausdrücke auch folgendermafsen gestellt werden können: 


(10) B"(4-+z) 
ENTE HT Paare (Be 91c9) Fa 
ö (1 u 5:) (m ie Er ze an 


(1) BG4®) 
au . RR pr‘) Ba” Mt en £ le ) B.cr- 


2m-+- 
A En) 


(— 1)” # nu 
4 2 — B 
2m+2 2? 2 m+i° 


Diese Darstellungs- Arten der Bernoullischen Function hatte ich am 
Eingange dieser Nummer im Auge. Ihre Vorzüge beim Aufsuchen, namentlich 
der Wurzeln der Gleichungen B”’ (x) — 0, B’(x) — 0, leuchten unmittelbar ein. 
Ich bemerke noch, dafs vermöge des rationalen Factors (2 —1) (2x —1), den | 
B’(x) mit sich führt, die Function von x, welche B”(4--x) ausdrückt, den 
Factor «(2° — 4) enthalten wird; und da B’(x) den quadratisch rationalen 
Factor z’(=—1)' enthält, so wird die 3’(4--x) darstellende Funclion von x 














nothwendig den quadratisch rationalen Factor («°— 4)’ mit sich führen. 


S. 4. 


Die Ergebnisse in voriger Nummer stellen sich übrigens nur als Speciali- 
täten heraus, und liefern noch viel allgemeinere Resultate, die ich hier noch mittheile. 
Die in der erwähnten Schrift über die Zernoullsche Function im 


zweiten Abschnitte unter (B. und ©.) aufgestelllen Theoreme können auch 
folgendermafsen er werden: 


B'"\—+xz) = — B"ne) — Be), 
nu N n” 
— 
| 1 ga TR BR von. ct PR 
Restituirt man hier B" (ne), B”’(x), B’(nx), B’(x) nach den Ausgangs Nr. 1 
mitgetheilten Angaben, so erhält man: 
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Ti 


10) 2 = B"(Ö- He) 


k= 


BES UN BEN). ESHTEEN Pe 
—ı (1 Ar N) Bar: 


(—Aym-ı N 2m (1m 2 
Be nt = (gm. 3) B„_12 Ian (1 — | er) (ma) Bun, 


(11'.) zB( — x) 


BE RR BEN OTFLERTCHE N a) Pa 
Be STB 


(—A)m m tNg „CN 1 
Fre — U BT; =) He. T2m+2 2m? mr) B- zu 


In diesen Ergebnissen kann rn jeden der Zahlenwerthe 2.3.4.5.6... haben. 
Wird in denselben n—2 gesetzt, so stellen sich die in (10. und 11.) 
voriger Nummer gefundenen Resultate dar. 








Ich wende mich nun zu dem zweiten Theile dieser Mittheilung, nemlich 
zur Aufstellung einiger bestimmten Integrale, die mittels der Bernoullischen 
Function ausgedrückt werden können. 


Mit Zuziehung der Gammafunction gelangt man leicht zu folgenden zwei 





Gleichungen: 
= = * +1 - vage: fure* du, u a ed N). a e”'* du. 
0 0 


Mit Hülfe derselben gehen die Ausdrücke (1. und 2.) in der ersten Nummer in 
© /k=x 
IK Ze sin2kae) Wr du = KM nHB" le), 


KT +2 


ä = e-'* cos kr) u”*' du — 4—1)" (An) BD (2)-4 Im tz om4ı 
k=:3 


über. Es findet sich aber leicht: 
47 * 
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= . 

a sin 2reur 
Se ""sindkne = ———— nn, 
1 e" + er — 2 cos?ıx 
k=« ‘ 
ER cos 2rı.r — e—4 
Ze cos?2kır — — Zn $ 
uns e" + er#+— 2cos?rır 


also hat man folgende zwei Integral- Ausdrücke: 


FI en du 








Ä a 
12.) / — KH 
( ) et Het — 2cos?r.r e\ WERT sin. ” 
(7 (cos?2rx — ee) wer du , (Am)?m+ 12 
13. / ustaniuuiisiingutinsesnsinininnisee ee SE 1/’_4ı\my6 \2 Im ! 
Ben . eu L e=u —_ 2cos2rr s 1)" (27) "Bee t)- a mt? By.z. 


die in Beziehung auf »» und x eben wie die in (1. und 2.) bestehen. 
Erselzt man in diesen Ergebnissen e”“ durch x, und behandelt dann 
das Ergebnils der zweiten Gleichung nach dem theilweisen Integrations-Ver- 


fahren. so gelangt man zu folgenden Integral- Ausdrücken: 








(14.) f5 (logu)'” du L— 1)" (2n) tr Be) 
4. — — — ( — un ) ° 5 9 Wal N, 
. 1—R2ucos?2nc +1 2\ | sin ua ( 
” A .. du (2) m rn En: f 
15. flog 1— 2u cos 2112 —- u’\(loe u)" — — RED) 
( ) o N 2m+ EZ / ) 2m-+2 
z 


welche, wie die vorhergehenden, für alle Werthe von #0 bis 2==1 gelten: 
wobei jedoch in der ersiern diese Grenzen für m» =—-0 auszuschliefsen sind. 

Multiplieirt man die Ergebnisse in (12. und 14.) mit da und integrirt 
sie von 20 bis „==4, so findet sich: 


u ’m dd . e ; " ; 
[Em — og (Ara 
, eu o—u R oo 7 AV—ı sin2re.r 
0 VO 0 


Beachtet man die Gleichung (22.) im dritten Abschnitte der Schrift über die 
Jacob Bernoullische Function, so ergeben sich folgende zwei Gleichungen: 














16 27 | l Dh 1 a A w E- 
), > 6 er a7 Z— [| 08 BR. 0 
' = Yu H | s 2:0 u 2m Im u 
_ . 1 1 2: m-+-1 Di 7 war du 
AR) Sen = Ta men) 
—. mr 5 ß 


wo ın jede reelle, ganze und positive Zahl sein ki 
Ich bemerke noch, dafs man aus (12. und 14.) leicht auch folgende 
Ausdrücke findet: 





das ) +2 gem du ._ . 1 yr+! Ir -1 b"(&) 
4 I e+erm — 2%cos?nr N sin?rur ” 


1 | B" (x) 
; (log u)" du —= (—1)”" (2a)? —— 
2raır tu? (log \ ) er) sin?r.x 





’ 


(19.) J 1— 2u cos? 
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die bei jedem reellen, ganzen und positiven Werthe von m für alle Werthe 
von 2=0 bis 2=1 bestehen; für m — 0 sind die Grenzwerthe von .c 
auszuschliefsen. 

Die Ergebnisse in (16. und 17.), die eigentlich nur gegenseitige Folgen 
sind, geben noch einige beachtenswerihe Integrale, welche wir noch mit Zu- 
ziehung biofs von (16.) mittheilen. 

Durch Zerlegen in Partialbrüche erhält man: 


3 loo 2m »1 lo u)” ’1(]oo u’ 
J N —— Yı Ser du y =——— du; 
1—u r 1— u er 1+u 
0 0 


0 
Das erste der bestimmten Integrale rechts geht, wenn die Integrationsvariable 


ua durch «° ersetzt wird. in 


'L(]Jog u)?” 
a; - = — -u du 
— u? 


0 








m U . 
über, und wenn hier der Bruch wr. in Partialbrüche zerfället wird, geht 
—— 


dasselbe Integral in 
m f (log u)?” BE Di |. : om 
ff mer TE in 
{ 


e GUY r 
über, woraus sich zunächst folgende Integralgleichung ergiebt: 


0 0 
(log u)” 2 ’1(]oo u)?” 
t3 u. _—i J° du > zu f in du. 
er u 1+u 
f) 


Es geht daher die vorhs durch Zerlegung gefundene Gleichung in die eine 


oder andere der folgenden zwei Gleichungen über: 


en mt nf log)?" 2, 
1— 4 2. mtl _ l Au J 


er 
(20.) SE (log Ta u | 22m +1__ TE (log u” 7 
| a —2mH_1 u 


Zieht man noch die RE Gleichung (16.) zu. so erhält man: 








j 2 l ( Im k=o 4 
(21.) (Wu — 1.2.3.4... mE ——; 
J 1— u N 
j eu ”" SE. FE ze ra 
(22.) f® en nn 4,. 2m: m = jemHt' 


in welchen ih m jede reelle ganze und positive Zahl sein darf. 


$. 6. 
Noch ein Paar bestimmte Integrale finden sich aus vorliegender Nummer; 
gleichfalls mit Zuziehung der Bernoullischen Function. 
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Durch Zerlegung in Partialbrüche erhält man: 




















re ey En u an 1 Pt cosk(r—1)e—.rcoshra 
| vr 2» erg 1 1-+x p 1— 2x cosha-+ x? a 
. ; cos (2k—1) (r—1) .3e —.r cos(?k—1)r.ta 
+2 7 9 1— 2.r cos 2k—1).4a + x? } 
ST . .,. . . 
ee gesetzt ist und wo 7 und p ganze positive Zahlen sind, die der 


Ungleichheit r <2p--1 genügen. 


Wird hier noch r durch 2p —r ersetzt und erwägt man die Bedeutung 


von «a, so hat man auch: 








| 1 Go l u cosk(r +1)e— x coskra 
1— .r?? 2p M—aı |! 1+z /I!p a 1—2rcosha+x? ° 
FE nu. "=? cos(2?A—1) (r-+H1). La—ır cos(?k—1)r.ta 
I+aıP 7 1— 2. cos (2k—1).4e + x? ' 
wo nunmehr r--1 << oder höchstens —2p sein kann. Subtrahirt man die 


erste dieser Gleichheiten von der ersten der beiden vorhergehenden und addirt 
die zweile zur zweiten, so ergeben sich folgende Ausdrücke: 

















at— gr 3 AM ie "a cosk(r—1)e— cosk(r+1)a 
1— ı’P aan 1— 2 rcoska-+ x? Fr 

te. 2. ee; cos (2k—1)(r —1).3@ — cos ( ee (r +1). 
1 + 2”? re 1—2.rcos(?k—1). 3a -+ x? 


oder auch folgende: 














a 2 7  sinhre sinka 
' 1— .r” . p et 1— 2x coska +1” , 
(23.) 
El en 2 1 sin (2k—1)r.4a sin (2k—1).40 
14.2 Op za 12er cos(®k—1). 4a ta” ° 


wo die ganzen positiven Zahlen x und » der Ungleichheit #r <2p genügen 
st . 
und wo @ = — ist. 
p 
Wird nun in diesen Gleichheiten x durch « ersetzt, multiplieirt man 
hierauf dieselben mit (logw)”” da und integrirt beiderseits von «= 0 bis u —1, 


so gelangt man, mit Zuziehung des Integral- Ausdrucks in der Gleichung (14.), 
ha k (2k—1)« EN 2k —1 








wenn daselbst x erst durch — = —— und dann durch = 
2ıı 2» Ar 4p 


ersetzt wird, auf die zwei folgenden Integral- Ausdrücke: 
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2 rn wp— w un 1 r k=p—1 
VE logu)r due — NE aa FE Br(Z)sina 
gr“ ae / k—1l 
2 wit up ae yr H1 2k— 7ı 
EI aan m Naar) 
/ 1tur OU) du p (27 )" DB 4p sin (24 2p 


0 


In der ersten dieser Gleichungen kann die u rechts noch von k=1 
bis k = p ausgedehnt werden. Thut man dies und ersetzt die Integrations- 
Variable # in beiden Gleichungen durch «', so ergiebt sich auch: 





und 


141__uP- r —1)"+1 
| 7-7 (log u)'" u" du = \ + (un) 25 S zB Br kn, 
) 
0 
14-- up m —i)r+1 r Rap 2k— 
vie 7 (log u)” utdu— — (un)""'> BT sin‘ 2k-1)5, 
y 


(24.) 








1+ ur 
wo m, p, r ganze posilive Zahlen sind, von denen die zwei letztern der Un- 
gleichheit #r < 2» zu genügen haben. 
Hieraus finden sich, mit Zuziehung der Eigenschaften der Function B"(« 
folgende beachtenswerthe Specialisirungen: | 


71 log u)?” —i)r +1 es 
/ NT Ei (Any"tıB"(}), 


! 











4 1+u? 2 
J . (log u)" FE (—1)r+1 /9,_.\?m-+1 ,q 
(25) (J Trug —g Ant"), 








(log u)?” (—1)r+1 2 ' 
du An — (9; 2m+l1 'ı 
Ir. 1—u+u? v3 RB 


in welchen m irgend eine ganze positive Zahl bedeutet. Auch ergiebt sich 
noch folgende: 





% ETR YA 
er du = (12m BD, 





1+u° 
a (dogum )m 2 \m-+1y6 2m+1 B' ı\ 
(26.) \ 1tutu du — 739 (er) (3), 
(log) FR 2, m m 
f; 1—u+ u? er v3‘ IT, 


wo m dieselbe, unmittelbar vorher erwähnte Bedeutung hat. 
Endlich findet sich aus dem zweiten Ausdrucke: 


(—1 k= P DE — 


1 „arp-i 2 Bay er am 5 (Ay BB" 
(27.) I low" du = 7— (Any FB > 





und hieraus: 


OO ap—i 2m BE (—1 y \2m-+1 En k-ı pr 
(28.) J 1m log) du — 2 =(- —1)"B .- nr} 
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wo in beiden Ausdrücken m und p» alle ganzen und positiven Zahlen sein 
können. 


Die Gleichungen (24.) sind auch unter folgenden andern zu bemer- 
kenden Formen darstellbar. 


je 
p 


Geht in denselben die Integrations- Variable « in «” über. so erhält 


man unmittelbar: 


r 


I —yu |! Ym Er 
/ gr (log u)" du u 


m-+l 








!m+ 2 R v7 
- (2pıi)" IB (5 )sink >. 


* ur | l p " (hy Z 
/ _ =— (logu)?"du = an >— (2p- 7)" 13 Sur 


k= 


23h — 





-) sin (2k u. 


0 


4 F r . - . Pr) 
Ersetzt man 1 = durch #, so kann, weil r>0 und <2p, die Gröfse «4 
) 


alle rationalen gebrochenen Zahlenwerthe haben, die innerhalb —1 und +1 lie- 


um _ ur u 
/ 1a (log #)'” du 


ven, und man hat die Integrale 





0 
(3 m ” ” k=} 
a ( pa z(—1) (2) sin kan, 
(29.) 1 / 
\ +) „‚—a wr@ 
/ de (log u)" du 
R I+ u? 
0 
I\r+ un = 2k —1 
n I (2pa AH (1) BB" — "= —_) eos( (2k-—1)4(an), 
, u 


wo a eine positive oder negalive. echtgebrochene rationale Zahl ist, deren 
Nenner die ganze positive Zahl » vorstellt. 


Nimmt man in der zweiten @=(0 an. so ergiebt sich 


[ (log u)?” PEN (eh) +1 pa IR ur 
1+u 2p u Po‘ 4» 








«u 


Hier kann » jede ganze positive Zahl sein. Wenn daher dieses Ergebnifs 
mit dem ersteren. in (26.) aufgestellten. verglichen wird, so ergiebt sich die 


Summation: 
k=p 2k—1 
30.) E ( 1)' u — B'(ı 
( kl P Re 4» p pr 


Aus den Integral- Ausdrücken (29.) zieht man endlich auch folgende: 








56. Raabe, über die J. Bernoullische Function. 363 


ID „„—a a 
u —_ 
I og u)” du 











0 
‘ m+-l IR RA 
ii apart 3 Ei ep B"(z-)sin kan, 
a v k—1 2p 
(31.) " 
/ um u“ 'loo u)” du 
Te 
0 
2 ee m+l \=p \ 
a Rp" ( Br (I eos (2k 1). an). 
P I 


wo a und » dieselbe Bedeutung wie in (29.) haben. 


$. 7. 


Die hier, wie in meiner erwähnten Schrift über die Bernoullische 
Function, gewonnenen Ergebnisse, eignen sich, wie folgt, sehr gut zur Auf- 
stellung der Reihen für tangx und sec.r. 

Diese Reihen werden nemlich am schnellsten gefunden, wenn man die 





ni 1 
Functionen lang und sec — joe durch bestimmte Integrale darstellt; wozu 


sich die Ergebnisse (18.) in Nr. 143. meiner Integralrechnung sehr gut eignen. 





Danach 
x e BE nis e—Xu gru - er Xu 
lang x = /f Pe secr — GL gem du, 
0 0 
wo .r numerisch kleiner als «& und «@ = In ist. 





Deutet man irgend einen, z.B die rten Differentialquolienten von tangr 
und sec nach .r, durch (tang.r), und (sec&), an. so findet sich: 


L eXU __ o—XUu Rn exu u g—xu ; 
2m ‚y* — a ß 
lang T nn -/: geu _ grau u du, (lang LU )am+1 / geu _— pzau u du 9 
{1} 


© oxu | o-xXUu ä m Xu g—Xu Pe 
un hen, cha Een 
0 














esu LE uU gr + em“ 
Deuiet man Is die Werthe dieser Functionen für 20 dadurch an, dafs 
man denselben oben eine in Parenthesen enthaltene Null beifügt, so hat man: 


»@ ur+ 


(V) (0) 
tang ce —0, (tangr)„n—=0,. (lang F)mzı = / ange du, 











nn 2m 
du u (0) 
N u © \f u © *) 
sec 2 . (sec) n— fe wer du, (ser)... 
0 


Wird die Maclaurinsche Reihe bei der Entwickelung der hier in Rede 
stehenden Functionen angewendet, so ist zunächst die Ermittelung der zuleizi 
aufgeführten bestimmten Integrale nöthig, die wie folgt geschieht. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLII. Heft 4. 48 
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a) Wird in der Gleichung (12.) in zweitvorhergehender Nummer x = 4 
gesetzt, so ergiebt u. 


[ps 
| rd = K-1rtAnyetB"p, 


0 





woraus leicht 


we) Sf me du = vH" Br 


0 








für jedes reelle positive «@ folgt. 
Setzt man hier 2m —=0, so gelangt man, zuerst mit Hülfe der Be- 
sriffsgleichung (10.) in Nr. 3, zu 


B'(ı u TC) un x; 
und hieraus. bei derselben Verfügung über u zu 
vr, 
B (4) = 


folglich ergiebt sich (32.) für 2ın = 0: 
du 7 
83.) I ewu L e-eu u 


wo a dieselbe Bedeutung wie in (32.) hat. 











Wird nun hier, wie in JR — @ — 4 gesetzt, so ergiebt sich: 
W) m (0) 
(e.) secz” — 1, (ser). = (1/2 2B’(}), Seck)un = =, 


wo m jede ganze positive Zahl Br auch Null sein kann. 
b) Wird ferner in der Gleichung (13.) zuerst &—0 und hierauf 2—4# 
vesetzt, so erhält man, mit Rücksicht auf 3’(0)—0, folgende zwei Integrale: 


e-3u a rt (2) m+? 
/ 1 14 u u u ü du EEE 4 ‘ fi B, | - 
eat — ee? - Zm-+?2 | 


X e3u : (2m) +2 R : 
2m+ m .. 1 \m+ 2m-+-2 ’ı 
/ rue 2m-+2 Ba4 4(—1) (2) Bih). 


u -4- e — 5. 

















welche, addirt, Folgendes geben: 


an er \m+1 ai . 
du — — 4(— 1) (an) B (4), 


ne a 





0 
oder allgemeiner: 


3 1 er wert N 1 —1)" +1 PRRER B(- 
(: i .) eau__ g—au au — ei“ (Fe 2); 


0 





wo «a jede reelle und positive Zahl sein kann. 
Nimmt man auch hier «—= «= In an, so erhält man. mit Beachtung 
der weiter oben zusammengestellten Ergebnisse: 


. (0) rer a (0) 
(P.) tang.x" En 0, (lang z )amz+ı — (—1) Ham’ (}), (tang X )2m —. v. 
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Es ist noch die nähere Bestimmung von 3’(4) und B”(4) nöthig; wozu 
sowohl die Gleichungen (1. und 2.) als die (10. und 11.) dienen können. 


c) Die Gleichungen (2. und 11.) geben: 

















Ba = 21.923... DE N" 
a (en) "+ j rn a 9 at u 
Bun _ et erg 
RN 2m+2 zur en. 
woraus. wenn m in m—1 übergeht, die Summalion 
u BR (nr a iu ! 
(35.) dee eu 4 2 "718, 


so wie. vermöge der Gleichungen in (/3.),. der in Rede stehende Ausdruck 


22m Tu ”r 1 ) 
2m 


B, 





(0) 
(®. (tang2)m_ı = 
hervorgeht. wo B,, die mie Bernoullische Zahl ist. 


Setzt man der Einfachheit wegen die Gleichung 


2m (92m __ 
(36.) T. — : rs 1) DB. by) 


2m 





so drückt 7‘, den »nten Tangentencoäfficienten aus, d.h. man hat: 


Lg “ m 2 Al: 
T; 1.2.0.0: +17 2.3.4.5.6.7 











om - a I 
(37.) tange = Tı2--T, 55 


welcher Ausdruck für alle reelle Werthe von x gilt, die numerisch 47 nicht 


ke) 
übertreffen. 


d) Die Gleichungen (1. und 10.) geben folgende Ausdrücke: 























2(—1)r H k=n (> yk—1 
n Dim \ 
B'(4) = (Any m+ı 1.2.3.4.. ‚2m Z urn j 
e 1 , 2*(2°—2) / 2m 2?—?2) / 2m 
„yım—+? min . - Bi. te a 
° B Zi 2m+1 2 ( 1 )B: I ii or 
2°(2° —2) > m+12 (Sr — 2m 

i ) 5 )B; aha San. 2m 2m — 1 


Nach Einführung der Tangentencoöfficienten der Gleichung (36.) geht letztere in 
zm 2m 22m Im \ 
2m ne ar )B.- 4 7 ) er 1)" 2m \2m —1/ B, 


KEDR-OR HN ren 


über. Man hat ferner nach der Ausgangs Nr. 1 aufgestellten Begriffsgleichung 
45 * 


+m +2’ ı\ ___ 
2 "B \ 4) ur = 
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der Function B" (x): 


1 2” /2m 2° /2m am 

2m-+1 „ 3 FE en I Bin... ar L RE \m4 , 
TB: 2m-+1 er 2 ( JB. 4 ( 3 JB: Ä ) 2m \2m—1 B,. 
und da überdies noch B"’(4)—=0 ist, so ergiebt sich: 

ge ı (2m am ı (2m 2m 

94m+2 NR ı\ _— _I1L Br —r Ri AU Zur >. 5 y 

FB) IH )N-(Z IH IB 1, In. 
Stellt man nun die Gleichung 

on . Fiir 2m 2m 2m ı u 
3 Ar -NTHR-C)TH GE DI. 
auf, so ist K,, der zuerst von Kuler in die Analysis eingeführte ne 
Secantencoöffieient, von welchem E,=1 ist. Dies vorausgesetzt, ergiebt 


sich erstens die Summaltion: 
ko a 9 
(35) . (—1)* 1 = L. (4 gt)? ?m-+1 -E 
I ar @k—Iymr 7 2°7,2.3.4...2m "’ 


zweitens. der letztern Gleichung in («.) gemäfs: 

(@.) (sec), —= E,: 
wo, gleichwie B,, die ie Me Zahl heifst. #&, die mte Kulersche 
Zahl genannt werden kann. Endlich hat man nunmehr 


„4 6 


. 1} y x" I} Y 2 l T a I 
® ( Y > — n u ———,——m abe Y — .. o... 
EEE a nase uw aan nn wa 


welcher Ausdruck, wie die Tangenten-Entwickelung, für alle Werthe von 











gilt, die nicht 47 numerisch übertreffen. 
8. 
Die Gleichung (38.) drückt den zuten Secantencoäfficienten durch die 
m ersten Tangentencoöfficienten, oder die mte Kulersche durch die »n ersten 
Bernoullischen Zahlen aus. Es ist aber auch das umgekehrte Problem schon 
längst gelöset. Die von Scherk in seiner geistreichen Abhandlung: „Von den 


Coöfficienten der Secantenreihe etc.” zu gleichem Zwecke benutzte Relation 


dsecr 
tane Tr = (05 Tr —— 
o dx 


eignet sich dazu besonders gut. Man gelangt nämlich mittels dieser Gleichheit 
folgender Lösung des gedachten umgekehrten Problems: 


(38..) T, hy (rd — 0 E. 


| er mem 
: JE; ei, Jen, 


wo m, hier wie in (38.), jede ganze —— Zahl sein kann. 
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Ein diesem analoger Ausdruck wird mittels der Gleichung 
tangx = sinz secz 


gefunden, die sich leicht in folgender Form ergiebt: 


(38”.) T. = (1 L > ei! 1 War! rn we, 
| nf m —IN an 
Le. a: 
was gleichfalls für alle ganze und positive Werthe von m eilt. wenn man 
T,=1 setzt. 
Eliminirt man aus Diesem und dem Vorhergehenden T',. so ergiebt sich 
folgende Relation für die Kulerschen Zahlen: 


40) E.-(TIE + Er 1 Er C)=0, 


2m —2 Im 
aus welcher leicht zu sehen. dafs die allgemeine unter diesen Zahlen. oder K,,. 
eine ganze Zahl ist. 

Hieraus geht nun zunächst. sowohl aus (38’.) wie aus (38”.) hervor, 
dafs der allgemeine Tangentencoöffieient 7’, ebenfalls eine ganze Zahl ist; und 
wenn der Zusammenhang desselben mit der allgemeinen Bernoullischen Zahl. 
wie (36.) sie darstellt, in Betracht gezogen wird. so ergiebt sich der be- 
achtenswerthe Umstand, dafs die gebrochene Zahl. welche B,, ist. lediglich 
Factoren von 2°”='/(2”"—1) im Nenner haben kann. 

Zürich im Februar 1851. 
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37. 


Note sur la theorie des Hyperdeterminants. 
(Par M. A. Cayley a Londres.) 





Dans la theorie dont il s’agit, je suis parvenu a un theoreme qui pourra, 
a ce qu'il me parait, conduire a des developpements interessants. 

Je ne considere iei que le cas d’une fonction homogene ä deur 
variables, ei en me servant des nouveaux termes de M. Sylvester, je nomme 
„Covariant” d’une fonelion donnee, toute fonetion qui ne change pas de forme 
en fesant subir aux variables des transformations lineaires quelconques, et 
„Invariant” toule fonction des seuls coefficients qui a la propriete mentionnee. 

Cela pose, soit U une fonetion donnee quelconque, du degre n par 
rapport aux variables, el, comme a l’ordinaire, contenant des coelficients arbi- 
iraires a, db, e ele. Soit Q un eovariant quelconque (y compris le cas 
parlieulier oü @ est un invariant) de la fonction U, s le degr@e de Q@ par 


rapporl aux variables,. # le degr& de cette m&eme fonction Q par rapport aux 





coeffieients. En supposant que la fonction Ü ait un facteur 9° (ou 9=I1xr -- my 
est une fonelion lineaire des variables), ou autrement dit, en supposant l’equation 
U--69.V, je dis que le covariant Q contiendra ce möme facleur 9 eleve 
a la puissance vv — {rn — Ss). 

En elfet, en se rappelant la methode dont je me suis servi dans la seconde 
partie de mon memoire sur les Hyperdeterminants (Tome 30 de ce journal ) 
(je suppose que le lecleur ait ce memoire sous les yeux), on verra que 
cette fonetion Q@, supposee, comme plus haut, du degre r par rapport aux 
coeflicienis, sera necessairement de la forme 


0 — 1213 23°... U,U,... U,, 
puisque les coöfficients n’entrent dans Q que par les fonclions ÜU,, U, etc. 
Or Q elant du degre s par rapport aux variables, on oblient s—=rn—2(«-+P-+Y). 
c’est a dire: 
a+-B+Yy.. = 4(rn—s). 
Cela pose, puisque U — 6.V, on aura de meme U, —= 9V.. 


I,—=#,.V, etc. Les expressions 12 etc. qui entrent dans l’expression de Q 
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contiennent ©,, ©,, ete.: symboles qui doivent @tre remplaces par ©, - log; 
Ö,, 7 mö, elc. en supposant (comme il est permis) que les nouveaux sym- 
boles ©,, ©, etc. ne se rapportent plus a ,.V, elc.,. mais seulement ä V, ete. 
Cela donne 


6 I n.. « n N en e\ n 7 u 2 
12 = ö,-+-löe, ö,, + mOs, — Ö,.,+ 100,0, + möOs, 














— 0,0, — 0,,0,, + 10,, — möx, 06, — lö, — mö,, 09,5 


c'est a dire: 12 est une fonction lineaire par rapport a Ö,., ©, et il en sera 
de m&me pour les expressions analogues 13, 23 ete.: done le nombre des 
differentiations par rapport aux quanlites #,. 6, etc., prises ensemble, ne sur- 
passe pas &----y... ou 4{rn—s). Or l’expression a differenlier conlien! 
le facteur 6,6... 0., donc, en remettant, apres les differentialions, 9 au lieu 
de 9. %,...6,., la fonction Q contiendra le facteur 9 eleve a la puissance 





rv—4(rn— Ss). 


Tout cela suppose implicitement que l’on ait sr — 4(rn—s) 8. 
Or le m&me raisonnement, modifie tres peu, fait voir aussi que pour 
rv—4(nr —s) >s, 


ou plus simplement pour 


la foncetion @ doit s’evanouir d’elle meme, savoir en etablissant entre les 
coefficients de U les relations qui expriment l’existence du facteur 6°. Delä 
on tire le theoreme suivant: 


Etant donnee une fonction U du degre n, tout covariant du degre » par 
rapport aux coefficients et du degre s par rapport aux variables, s’evanouit 
en supposant que la fonction Ü ait un facteur 9 pour lequel r(v — 4n) = 4s; 


et en particulier: 
Un invariant quelconque de la fonction U s’evanouit en supposant que 
la fonction 2’ ait un facteur 6, pour lequel v > }n. 


En mettant n— 2m ou 2m--1, lonvariant s’evanouit en supposant 
que U ait le facteur 0""". 

Les conditions pour que la fonction U ait un tel facteur, se trouven! 
en 6galant a zero les coefficients differentiels de U du m’ ordre par rappor! 
aux variables x, y, et en eliminant ces variables. 

Mais avant d’aller plus loin il convient d’entrer dans quelques details 
de la theorie d’une telle @limination. Je prends l’exemple le plus simple, et 
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je suppose que l’on ait a eliminer ©, y des &quations 
ac -+-Iy — 0, 

0. 

er +dy —= 0. 


\ 


ba --0y 


On est habitue a dire que ce systeme &quivaut a deuxr equations entre les 
seuls coefficients: mais cela n’est juste que dans un sens qui manque de pre- 
eision. Le systeme equivaut plutöt a deux relations entre les coefficients, et 
ces deux relations sont exprimees par les Zross equations bd— ce — 0, 
he— ad—0, ace—b"—=0. Il n’est pas vrai que deux de ces equations 
embrassent necessawrement la troisieme. En effet, la premiere et a la seconde 
equalions est salisfaile en eerivant c©—=0, d=0, mais ces valeurs sont ab- 





solument etrangeres a la question, et ne satisfont pas a la troisieme &quation, 
de maniere que toules les trois equalions sont necessaires pour exprimer les 
relations entres les coelficienis. C'est pourquoi je dis que ces trois @qualions 
sont des resultals «estene/s de l’elimination. Et de möme, pour un systeme 
quelconque d’equalions,. le nombre des resultats distinets de l’elimination n’est 
pas generalement a beaucoup pres si faible que le nombre des relations entre 
les coefficients. Qu’on veuille consulter sur ce sujet mon memoire „On the 
order of certain systems of algebraical equations.” Camb. et Dubl. Math. 
Journal t. IV. p. 132, et le memoire de M. Salmon „On the Classification of 
eurves of double curvature” t. V. p. 23. 

Je reviens a l’objet de cetie note, ei je suppose qu’en &galant a zero 


les coefficients dilferentiels du =”"" ordre de la fonclion U, les equations 
P-0,. 0=0, R=0 etc. forment le systeme entier des resultats distinets 
de l’eliminalion. Un ?nvariant quelconque J s’evanouira en supposant 


P—0,. Q=0, R=0 etc II doit done exister une &qualtion telle que 
I—=coP -90-+-yR-.--, 4), e, P,y ... etant des fonctions ralionnelles et 
integrales des coeffiecients. Mais de plus, la fonction 4 doit elre purement nu- 
merique, ou ce qui est le meme, doil se reduire aA Funite, car autrement / = 0 
serait un resultat de l’elimination different des resultats P=0, 0 —0. RO etc., 
ei ces equalions ne seraient plus le systeme entier des resultats distinets. Done 
enfin: un nvariant quelconque J sera exprime par une @quation telle que 
I—= «aP+-PQ0-yR----, 

e, BD, Y ... elant des fonclions integrales et rationnelles des coefficients. 

Les resultats que je viens d’obtenir s’accordent parfailement avec ceux 
dans ma „Note sur les hyperdeterminants” tome 34 p. 148. En elffet. jy ai 
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fait voir qu’en supposant qu'une fonction ax’ --Ibr’y + 6bery - Adey’ + ey 


ait un facteur (ax - Py)’ 


„ Velimination des variables des equations 
ar -- 2bzy-+cy —= 0 
ba’ + 2cry +dy? — 0 
er" + 2dey--ey = 0 
donne lieu aux &equations we — 4bd+I3c—0, ace-, 2bed— ad’ br -e —V: 
el les fonctions egalces a zero, sont en effet les seuls envarzants de la 
fonetion du quatrieme ordre. J’ajoute que la theorie actuelle fail voir aussi que 
dans le cas dont il s’agit, la derivee 

(ax + 2bey + cy’)(cx” + 2dey + ey’) — (br? +-2cry -+ey’ 
ou son developpement 
(we—b).x" +- Xad—be)a’y — (ae + 2bd—3c)a’y’+ 2%(be—cd )ey’+ (ce— d’)y' 
se reduit (a un coeflicient constant pres) a (ex - Py)‘, el au cas ou la fonetion 
donnee du quatrieme ordre est supposee ätre un carre. cette foncltion et la 
derivee qui vient d’eire ecrite, sont egales. a un coefficient constant pres: 
vesultat dont je me suis servi ailleurs. 

Londres. Lincolns- Inn 21°" Nov. 1551 


Crelle’s Journal ft. d. M. Bd. XLIl. Heft 4 19 











38. 


Memoire sur les points singuliers d’une courbe 
a double courbure. 


(Par Mr. William Spottiswoode, de Vuniversite d’Oxford. ) 





Soien: donnees les equations d’une courbe 
(1) F=b, &=05, B=®%, 
ou F' et @ sont des fonctions quelconques homogenes des variables x, y, 2, £; 
H etant une fonction lineaire des mä&mes variables. avec un terme constant. 


En eerivanl 
































dAF dF , dF ‚, dF j 
EL EREEZEWER 
dU BR a u aW__ .- AT __ 2 
2. dx dy - 2 de ‚ 
FI Kar AW_, dAW_dU_ ,„ U_W_, 
dz dy die dz dy dx 2 
dU AT AV AT dW dT 
Ma Pa hr TI ak 
puis 
U, vv, W, T, 
U, 0 0 U, ©, Wi, Pr I Fir Sı> 
pour les memes coefficients differentiels de @; et 
dH dH dH dH 
(3.) , a Fe Zn 
et. de plus. 
4) Zelle e 6 
aß ye 
UVWT 








U, V, W; T, 
(ou a, 5, ce, e sont des quantites quelconques): les @quations d’une Zungente 


peuvent &tre Ecrites comme suit: 


5) dr:dy:de:dı — 12,40, do, do 


da db "de "de 
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Or, pour un point senguker, les quantites 
AD AR Ada AR 


da’ db’ de’ de’ 
s’evanouissent. En &crivant 
UVWT 
U,V, W,T, 





7 
(6.) | me 9, WFT, Fi Der 











c’est a dire 

















 ’‚Wiı=-U |WU|=V\V, |‚UV|ı—=-W. 
7 v,Ww, W,; U, UV, 
. =, eerreerrn nN=T, 
UT, v,T,| Ww,T, 
les equations 
(8.) = — (, = =), = — (), > BE 


donnent 
/ * +-PT.—yYT, +EeU = 0 
(9) a *» yT +:V = 0 
eT,— PT; + * +eW 0 
oaU +PV +yYW-+ x —(. 


Il y a a remarquer que ces equations se trouvent &tre verifiees pour des 


| 


valeurs quelconques de «, P, 7, €. On en s’assurera en @liminant ces quantites. 
Il en resulte 


(10.) x Tr, —T, U| = (TU+TV-+TW) = 0; 
—T, % oT | 
T, —T; x W 
U V W x 








equation identique. 

Or ces equations n’equivalent qu’a deux equations independantes. En 
effet, si l’on multiplie la premiere par «, la seconde par /, la troisieme par y, 
la quatrieme par &, la somme de ces produits s’&vanouit identiquement. Si 
l’on multiplie les trois premieres par T. T,, T;, respectivement. la somme de 
ces produits donne 

(11) TU+-TV-+-TW = 0; 

equation identique.. On peut aussi trouver explicitement les deux equations 
independantes. En multipliant les trois premieres par U, V, W, respectivement, 
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la somme de ces produils donne 


(12) "+ +W)—la A y|=0. 
UVW 
7 r Ti 








ce qui est la premiere expression; par consequent la seconde n’est aulre que 
(13) «U-PV+W=060, 
et les deux equalions peuvent aussi &tre Ecrites ainsi: 


(14) | «aU+BV-yW U, BVı,+yW, ie O, 


I 


| U? v°’ i w° UU,-- vv -r WW, e 
UU,+VV,+WW, U-V?1W T, 
(15.) wen 


| 
| 
| 





N 
U,Vv,W, 
Revenant aux @quations (9.). On en lirera une consequence remarquable. 
Savoir, en @liminant «, , 7, &, tour a tour des trois premieres @quations, il 
en resulte, 
(16) cPy = TU 9, 
et parsuite 
17) a8, Vah, r=h, 
c'est a dire 
8) Orr I, 
A l’aide de ces expressions les @quations (16.) donnen! 
19) uw ea Huf, 
ce qui n’arrive pas necessairement. Donc on doit avoir 
0) Tb, Te =B,; 
ei enlin 
(21.) U:VY:W:T = U.:V,:W,;,: T,. 

Par ces conditions deux cas geometriques dans lequels elles se trouven! 
satisfaites peuvent etre determines; 1°, si les deux surfaces se fouchent au 
point (2, y, 2, &), et 2°, si 

23) U=0, /=0, Mut, : Ft, 
ou bien 
(3) D=6 FH, =0, = =, 
c'est a dire, si F\, ou la surface @, a elle meme un poent singuler. 


Mais comme dans ce cas les equations (5.) deviennent illusoires, il est 


nd 
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necessaire d’&evaluer les rapports, 

dx: dy:dz: dt 
par la methode des fractions a numerateurs et denominateurs evanouissanles. On doit 
done defferentier les quantiles U, V, W, T, ou bien les quanlites U,,V,,W,,T.. 
et substituer leur differentielle dans les equalions (5.); ou, ce qui revient au 
möme, les @quations (5.) seront encore verilices, si l’on cerit au lieu de (4.): 

24) 2=]ude+wdy-vdz+pd U, ou 
wdae--vdy--wWde-gd VW, pp b 


| 


vde--wWdy+-wdz--rdt W, y « 








pde-ydy+rdz--sd T, = e, 

ou bien l’expression que l’on obtient en differentiant les quanliles relatives a @, 
au lieu de celles relatives a # En ne considerant maintenant que le premier 
cas. et en ecrivant 


(25.) 


[ / 
Ü , V | J V, 7 2 
en ayant egard aux definitions (7.), on tire des equations (9.), avec la nouvelle 
valeur de 42: 


“ /7 v € | — L, MW, N, K, K,. K,. 
| 
| 








dx: —dy:dz: —dt 
—=( % oK,—v'RK,+pL)de( = +vR,—uK,- 4gL)dy 
:(—uKR, - « IoK | pM)de- —ıw' RK; - * wu R -4M)dy 
uk —wWK-+ x» +»N)de+( "K,—vcK + x -+4N)dy 


(26.) :( uüL-+wWM-vUN + * Jde( wWL +rM-wWN -+ x )dy 


| 


| 


(WR —wKtrb)dt+t *» +Ro rt sh)d 
—vR,+ x —uoK LrM )dz- —pK, re: rK -sM)dt 


HK vK—WK- * +rN)d+( pKh—yK + * +sN)d 


\+ voL UN twWNA4 x )det(t pL +4M-+rN + x )d 
et dela on lire 





x» - wow, VAR, —-pL —0H x ck, —uR, +-gL 
—uR,- » -vVR-pM — WR, + » +wWRK +4NM-# 
uk, — wK * —-»N | eK,—vcK + x» 44N 
uL -WM-- vuUN- x wL-+eM +uN - x 
(27.) a. x , ’ | 
» + WR,—wR,— rL x» RB —rK,- sh |=0. 
—R,+- *» +-wA--rM —pR,+ » + rK + sM 
vRK,—uUkK-+ x +-rN—0 pK,—yK-ı x» +sN 
veL +-uUM-wN - x pL+4yM -- rN + »* 6 





- 
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Or cette equalion, qui en apparence est du quatrieme degre, ne lest en 


ellet que du second degre; comme cela se fera voir tout de suite. 


En effet. 


sı #0, le determinant dont il s’agit. devient 

(28) uw vp]| » RB —R,L = |uw v plKL-K,M-K,N 
wvuWgıi—R * KM woauy 
Br ; . 
vv Wwr KR, —K N v Wwr 
p 4 r s|| L M N .% p 4 2 


et il s’evanouit, parcequ’on a identiquement 


En passant. 








(29.) 








KLÄ1KM-{K,N = 0. 


il y a aussi a remarquer que le systeme inverse ä 


« KB —K, L 


—K, > K M 
KK» N 
L M N x 
es! 
(30.) « N —M KIKL-KM-.-K,N): 

— N =» LK 

M—L x & 

ur A 








ce qui peul etre verilie par un caleul immediat, ou bien aussi en &erivant le 


systeme donne avec la forme suivante: 





1x = UL’ 
x» 1 x» M 
x» x 1 N 
KK RK x 





Il suit de la que le systeme inverse a (27.) (eest a dire les fonctions 


le coeflicient de # dans le developpement de (27.) est la somme de ceux 
des mineurs premiers qui se trouvent places sur la deagonale de (27.) et 
qu’on peut nommer meneurs premiers princıpaux; done il s’ensuit que non 
seulement le terme independant de 6, mais aussi de plus, le coefficient de # 


s’evanouit; et Fon en tire enfin, apres quelques reductions: 
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= 
| 


(31.) uwv pa U+90p gr | — 0. 


wv W“g BP, aß y| 
R | . u7r 
V Ww r yW, U, V,W,; 


mr mE Ze T, 
a PB v Ex %* 
UV, W,T, x x 


Cette &quation donne deux valeurs de #, a l’aide desquelles on pourra de- 








terminer deux valeurs des rapports da:dy:dz:dt, c’est ä dire les directions 
des deux branches de la courbe, qui passent par le point (x, y, 2, £). 
La nature du point dont il s’agit, depend de la nature des racines de 


l’equation (31.); c’est a dire de la nature de la fonction 





(32) Ju wWvV p « U|l—-|u wW vV’ »p «a U|<, =, Ö. 
vw v W“ y pP wv W“g PB V, 
v’ Ww ryW, v Wwr yMW, 
»uwr ee «: Ten 
Ü / > Y € > | [64 / I y > > * 
UV,W,T, »* x UV, W,* x x 











Les differentes especes de ces points sont si bien connues qu’il n’est pas ne- 
cessaire de les discuter ici. 

I y a a remarquer, qu’un second systeme de conditions peut etre 
trouve en faisant varier les quanlites relatives a @ au lieu de celles relatives 
a F\, dest a dire en ecrivant 

(33) 2= |U wde-+wdy-+ vdz- pdoau 
Vwde-+-vdy- wdze+qdt Pb 
Woede- wdy+w,dz-4rdtye 


T pde-qdy-+- rdz-s,dts e 








au lieu de (24.). Done les points multiples sont distribues en deux classes: 
et on peut nommer ceux, qui sont determinees par (24.) elc., points mul- 
tiples relatifs a la surface F', ei ceux, qui sont determines par (33.) ete.. 
points multiples relatifs a la surface @. Si la fonction (32.) est = 0, on 
obtient l’&quation d’une surface qui touche la courbe dans ses points d’oseulu- 
tion et d’embrassement, ainsi que dans ses points de rebroussement, distingues 
les uns des autres par des conditions bien connues. Par consequent, si les 
surfaces #' et @ sont des ordres m et n respectivement, le nombre des points 
de cette nature est, 1° relativement a la surface F': 
— 2ınn(m--n—3). 
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et 2" relativement ä la surface @: 
— mn (m --n —3). 
Je passe maintenant a discuter les conditions de l’existence d’un point 
Üimflexion. Dans un tel point les deux elements conseceutifs de la courbe ont 
la meme fangente, ce qui doit arriver si 





du dd al da dQO -. dß2 
(34.) D v. —— Ö, D — VD, de — VO, D de —- 0. 


c’est a dire. en &crivanlt 
Zi BET, Be, USE, 
ae, eh met Mer, 
a +- AB —YT,ı tel =, 
|_.at, - x +yT-+:V 0, 
| eT, — PT+ » +eW 0, 
\ eV" + PV4yW + x —=0, 
d’ou Fon lire, comme dans le cas de (9.): 
Vo, "=, W =®, 
4 =, Bl, Bel, 


| 


| 


(36.) 


\ 


(37.) 
cest a dire 

(38.) DU:DV:DW:DT = U.:V,:W,:T.. 
ou bien 

(39) DU:DY:DW.:DE = Ur: Wr: T, 


d’ou l’on tire, en eliminant dx, dy, dz, dt, 





(40.) u wW vW“ p U,|=0, oubien, (41) |w w v p U|=0. 
wW vw qyV, ev ug V 
cv Wer W, vi a w, r, W 
rygars T,| n»gınsı T 
UVNMWT»| UVWT: 











Done l’equalion (40.) determine les points d’inflexion relatifs a F\, et (41.) 
ceux relatils a @; et leur nombre est par conscquent 
(e.) mn (2m --In —S9) et (PP) mn(d3m--2n—S). 
comme l’a fait remarquer M. Hesse. Mais si m—1, la fonction (41.) s’eva- 
nouit identiquement, et l’expression (/.) n’a pas lieu. Les fonctions (40.) et (41.) 
sont en elfet identiques avec celles Pet @ du memoire de M. Hesse (tome 41. 
p. 253 de ce journal). 
Londres. Novbr. 1851. 








Druck von G. Reimer in Berlin. 
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